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Online-Vorfuhrung und
Programmierung

* Ich benutze das Computeralgebrasystem
Mathematica zur Demonstration und zur
Programmierung der Algorithmen. Aber wir
konnten auch jedes andere System
verwenden. Auf DERIVE wird auch
eingegangen. Wir beginnen mit ganz
leichten Aufgaben ...

Klaner Satz von Fermat

e FUreinePrimzahl pe P unda e Z qilt
aP=a (mod p)

o Fermattest: st diese Beaehung fur eine
Zahl a € Z nicht erflllt, soist p keine

Primzahl!




Effiziente Berechnung von
Potenzen

Die modulare Potenz a" (mod p) beredinet
man am besten durch ZurtckfUhren auf
Exponenten der Grofee n/2 (Divide-and-
Conquer-Algorithmus):

a®modp=1
a” mod p = (a¥?mod p)? mod p fiir geraden
a"mod p = (a™tmod p) -amod p

Euklidischer Algorithmus

Den g6lden gemeinsamen Teiler von a und
b berechnet man so:

ggT(a,b) = ggT(|al,|b]), fall sa<O oder b<0
ggT(a,b) = ggT(b,a), fallsa<b

ggT(a,0) =a

ggT(a,b) = ggT(b, a mod b)




Faktorisierung von Polynomen

Polynome mit rationalen Koeffizienten konnen
algorithmisch faktorisiert werden!

Dies funktioniert sogar, wenn mehrere Variablen
im Spiel sind.
Moderne schnell e Faktorisierungsal gorithmen gibt

es in Mathematica und Maple, aber nicht in
DERIVE bzw. dem Tl 92/89.

Algorithmische Faktorisierungen Uber R dagegen

sind nur unter Verwendung algebraischer Zahlen
mdglich, z. B. x4+1 = (}2++/2x +1)(X2- /2 x +1).

Diff erentiation

Ableten ist algorithmisch, wennwir die Gblichen
Ableitungsregeln verwenden:

Konstantenregel ¢ =0 falls ¢ konstant ist
Potenzregel (x")” = nx™l

Lineaitét (f+g) =f"+g und (c-f)" =c -~
Produkregel (f-g) =f g+ g f
Quoatientenregel (f/ g)” = (f "-g - g -f)/g?
Kettenregel f(g)" =f'(9) - g

Ableitungen spezeller Funktionen




|ntegration

« Auch fur die Integration ghbt es Algorithmen,
welche entscheiden, ob ein Integral eine
elementare Funktionist.

* Die tibliche Methode air rationalen Integration
bendtigt eine redl e Faktorisierung des Nenners
undist daher kein guer Algorithmus.

* Der Risch-Algorithmus undseine Verwandten
sind erheblich komplizierter, verwenden aber nur
guadratfreie Faktorisierungen.

Vereinfachung

 Rationale Funktionen lassen sich durch
Bestimmung des ggT vereinfachen.

 Trigonametrische Polynome lassen sich
durch Anwendung der Additionstheoreme
vereinfachen.

 Man kann zeigen, dasses fur allgemeine
Terme keinen generellen
V ereinfachungsal gorithmus geben kann.




Das Hof stadterproblem

» Hofstadters geometrische Vermutung ist
richtig, wenn die Determinante der Matrix

sin(ra) sin(2a) sin((2-r)a)

in(@-r)a) sin(-a) sin((r-a)
[ sin(rB) sin(2B3) sin((2-r) B) [

Sin((L-r) B) sin(-B) sin((r-1) B)
L1 singry) sin@y)  sin(@2-r)y) L
L sin(@-r)y)  sin(-y) sin(r-Dy) [

gleichOist, soferna + B +y =Tm.

Reihenentwicklungen

 In der spezellen Relativitétstheorie eqgibt
sich de Energie aus der Formel

E(v) ==

* Wie erhaltmanhierauslie klassisché¢-ormel
E =1 mv? fir diekinetischeEnergie?




W ganzzahlige Arithmetik

50!
30414093201713378043612608166064 76884437 7641568960512000000000000

50!
2100

216105129892080882169214875191192738017616943359375/9007199254740992

m gro 3te gemeinsame Teiler und Faktorisierung

GCD[501, 21004
140737488355328

Factorl nteger [501!]

2 47
3 22

a1
[Eny
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41
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47

P PP RPRRPEPNNND®NO®

287 _1
147573952589676412927

Fact or | nt eger [2%7 - 1]

193707721 1
(761838257287 1)

0% -1

999999999999999999999999999999999999999999999999999



Fact or | nt eger [10%! - 1]

3

37

613

210631

2071723

52986961
5363222357
13168164561429877

N e )

p = Random[I nt eger, {1, 100y

7746875075893487571983873875103160620026983008936959708351628523763481918144068043747811511769730".
711

Fact or I nt eger [p]

$ADborted

PrinmeQ[p]

False

m Wie stellt man fest, dass Zahlen keine Primzahlen sind, ohne ihre

Faktoren zu bestimmen?
NextPrime[n_]:=n+1/; PrinmeQ[n +1]
Next Prime[n_]:=NextPrime[n +1]
Next Pri nme[10%99]

100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000C".
0267

m Fermattest

2P
General::ovfl : Overflow occurred in computation.

Overflow[]

p

2005399547141541688765830535611234414357181434873934635102343178860996494342920282862864229565590".
40

Mbd[2P, p]
General::ovfl : Overflow occurred in computation.

Overflow(]



Power Mod[2, p, p]

2135987035920910082395021706169552114602704522356652769947041607822219725780640550022962086936576

m Schnelles Potenzieren

powernmodfa_, 0, p_]:=1
2
power nod[a_, n_, p_] : = Mod[power nod|a, % p] . p] 7; EvenQIn]

powernod[a_, n_, p_]:=Md[a*xpowernod[a, n-1, p], p] /; &ddQ[n]
$RecursionLimt = o;

power nod[2, p, p]
2135987035920910082395021706169552114602704522356652769947041607822219725780640550022962086936576
Power Mod[2, p, p]

2135987035920910082395021706169552114602704522356652769947041607822219725780640550022962086936576

m Euklidischer Algorithmus

ggt [a_, b_]:=ggt [{a}, {b}]1/; a<0 ||b<O
ggt[a_, b_]:=ggt[b, a] /; a<b

ggt[a_, O] :=a

ggt [a_, b_]:=g9gt[b, Md[a, b]]

ggt [501, 2109

140737488355328

m Rechnen mit Polynomen

(x+y)*0 - (x-y)*°

X+ Y0 = (x=y)r°

p = Expand[ (x +y)'% - (x -y)%]

20yX° + 240 y® X" + 504 y° 5C + 240 y' X3 + 20 y° x

Fact or [p]
AxyBX +10Y2 R+ Y)Y (¢ + 10?2 +5yH

Integrate| T x]
+

tanfl(%) tanfl(%) B log(—x® + V2 x-1) log(x®+ V2 x+1)

242 ’ 22 442 ’ 4+/2




Factor [1+x*% Extension- {V2}]

(- +V2 x=1)(® + V2 x+1)

m Differentiation

f =Sin[2x?-
Sln[x -x]*co[1+x]
1 . 1
~oof 5 g ) sinl 7= ~2¢)
DIf, x]
sin(7) sin(3 - 259)
—_2 + X
((l X)? ) S( )COS( ) (x+ 1)
DIU[X] *V [X] *W[X], X]
V(X) W(X) U (X) + U(X) W(X) V' (X) + U(X) V(X) W (X)
m Integration
x3+x2+x-1
Tox4ex241
XB+x2+x-1
X+ x2+1
int = J.f dx
(4+4i)(3+i\/§)tan’1((%+é) ity3 x) 161ztanfl(4—i17gx] )
(—i+v3) " (3i+V3) 1(i+vV3) (3i+V3)

4i(1—iﬁ)tm’l($§;§)+ Sita”’l(ﬁ) L 2(1-iV3)loged +x0 + 1) 4logid + 2 +1)
(ci+v3)(Bi+V3)  (-i+V3)'(3i+V3)  (-i+V3) (3i+V3) ( i+V3) (3i+v3)

di ff =D[int, x]

2(1-iV3)(@x +2x) . 4(4x3+2%) N
(—a’+\/§)3(3i+w/§)(x4+x2+l) (—a‘+\/§)3(3u'+\/§)(x4+x2+1)
. 2x 24/3 (1-x®)x
8i(~ ey - («Exhﬁ)z) 4i(3+iV3)

3 1-x2)° * . 2. 1./ . B
(-i+V3) (3i+\/§)(m+l) (-i+V3) (3i+V3)(Fi(-i+V3)x+1)

16iV3 - iV3)(- 22 - )
(i +V3) i+ V3) (3i+ VB)(E2L2 y1) (-4 VE) (30 VB) (52 +1)




Sinplify[diff]

XC+xe+x-1
X*+x2+1

f =X*Cos[x]*Sin[2X]

XCcog(X) Sin(2 X)

Jf dx
1

. 1,1 . 1
> (sin(X) — Xxcos(X)) + — (5 sin(3x) — 3 xcos(3 x))

2
J‘SI n[x] dx
X

Si(x)

m Vereinfachung

m Vereinfachungsfunktionen: Expand, Factor, Together, Smplify, FullSimplify, TrigExpand,
TrigReduce, ...

m Das Hofstadter-Problem

Sin[r a] Sin[2a] Sin[(2-r1) a]
Sin[(l-r)a]  Sin[(1-2)a] Sin[(r-1)a]

Sin[r B] Sin[2B] Sin[(2-r) B]
{Sin[(l—r)B]' Sin[(1-2)B]"  Sin[(r-1)B] b

Sin[r y] Sin[2y] Sin[(2-r1) ¥]
{Sin[(l—r)y]' Sin[(1-2)y] Sin[(r-1) ] H

hof st adt er = {{

}

cse((l-nNa)sinfra) —csc(a)sin(2a) cso((r— 1D a)sin((2-r)a)
esc((L-rBsinirB) —cse(B)sin2p) cse((r — 1) pysin((2-r) B
cse((1-r)y)sin(ry) —cse(y)sin(2y) cse((r —1)y)sin((2-r)y)

det = Det [hof st adt er ]

General::spelll : Possible spelling error: new symbol name "det" is similar to existing symbol "Det".

cso((1 - 1) @) esa((r — 1) B) esa(y) Sin(r @) Sin((2 1) ) sin(2y) —
eso((r - 1) @) eso((1 - 1) ) ese(y) Sin((2 - 1) @) Sin(r B) Sin(2y) —
eso((L - 1) @) esc() ese((r — 1)) Sin(r ) Sin2 B) sin(2 - 1) y) +
cso(@) ese((1— 1) ) ese(r — 1)) Sine) sinr B sin(2 - 1) y) +
eso((r — 1) @) esc() ese((L 1)) Sin(2 - 1) @) Sin2 B) Sin(r y) —
cso(e) ese((r — 1) ) ese((1 - 1)) Sin2 ) Sin(2 - 1) A Sin(r )

Sinplify[det]

0



m Relativistische Energie

_ mc?
Energi e =
v2
1-=
2m
V2
1-=

Seri es[Energie, {v, 0, 3}]

Am+ % +0(h




