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Mitteilungen der Sprecher

Liebe Mitglieder der Fachgruppe Computeralgebra,

auch dieses Heft setzt sich zum Ziel, Sie über aktuelle Entwicklungen in der Computeralgebra in
Deutschland und anderswo zu informieren.

Die zentrale Aktivität der Fachgruppe war in diesem Jahr die Computeralgebra-Tagung, welche vom
10. bis 12. Mai 2012 in Kassel im bewährten Format stattfand. Neben den fünf eingeladenen Hauptvor-
tragenden gab es 16 Fachvorträge und eine Softwarepräsentation. Der Preis für den besten Vortrag eines
Nachwuchswissenschaftlers in Höhe von 500 Euro ging an Severin Neumann (Universität Passau) mit
einem Vortrag zu parallelen Algorithmen zur Berechnung von Gröbnerbasen. Ein detaillierter Bericht
über die Tagung erwartet Sie auf Seite 5.

Zwei weitere Preise der Fachgruppe in Höhe von jeweils 250 Euro wurden auf der diesjährigen
ISSAC-Tagung vergeben, die vom 22. bis 25. Juli in Grenoble stattfand. Preisträger sind Romain Lebre-
ton, Esmæil Mehrabi und Éric Schost für das beste Poster, und Michael Monagan and Roman Pearce für
die beste Softwarepräsentation. Auch hier können Sie Näheres zur Tagung und Inhalten erfahren, und
zwar ab Seite 26.

Hans-Gert Gräbe aus der Fachgruppenleitung war mit einem Antrag für das ”SymbolicData“-Projekt
im Rahmen der Sächsischen E-Science-Initiative erfolgreich. Dieses Projekt wird nun für zwölf Monate
unterstützt, um den Wechsel von SymbolicData zu klar definierten Semantic Web-Strukturen zu konso-
lidieren und auch die bisherigen Sammlungen von Benchmark-Daten zu erweitern. Ein Workshop über
SymbolicData, zu dem alle interessierten Parteien herzlich eingeladen sind, ist für den 13. bis 15. De-
zember in Leipzig in Planung. Weitere Informationen erhalten Sie ab Seite 12.

Die Kontakte zur GAMM befinden sich derzeit in Intensivierung. Als erster Schritt erschien ein Be-
richt über unsere Fachgruppe im GAMM-Rundbrief 2/2012.

Die 30. Herbsttagung des Arbeitskreises ”Mathematikunterricht und Informatik“ der Gesellschaft
für Didaktik der Mathematik (GDM) fand vom 28. bis 30. September 2012 in Soest statt, zum dritten Mal
in Kooperation mit unserer Fachgruppe. Das diesjährige Thema lautete: ”Quo Vadis?“, einen Bericht
finden Sie auf Seite 27.

Es liegt auf der Hand, dass freie Software insbesondere in der Schule und Lehre einen wichtigen
Beitrag zur Verbreitung und Akzeptanz von Computeralgebra leisten kann. In der Forschung sind un-
ter anderem Synergieeffekte durch die Verifizierbarkeit, die Wiederverwendbarkeit und die Möglichkeit
zur Weiterentwicklung von Implementationen durch andere von großer Relevanz. Dem Thema freie Soft-
ware und Computeralgebra wurde auf der diesjährigen DMV-Tagung, die vom 17. bis 20. September
in Saarbrücken stattfand, in Form eines Hauptvortrags Rechnung getragen. Wolfram Decker (Univer-
sität Kaiserslautern), Koordinator des aktuellen DFG-Schwerpunkts SPP 1489 zur Computeralgebra,
hielt dort einen Vortrag mit dem Titel ”Current trends in the design of open source computer algebra
software“.

Aktuell im Schwerpunkt zur Computeralgebra sind unter anderem die bevorstehende Frist bis 19.
November 2012 zur Einreichung von Projektanträgen für die zweite Phase des Schwerpunkts (2013-
2016) sowie die Jahrestagung vom 18. bis 22. März 2013 in Konstanz. Weitere Informationen finden Sie
auf der Homepage des Schwerpunkts unter www.computeralgebra.de.

Die Herbstsitzung der Fachgruppenleitung fand in diesem Jahr zeitgleich mit dem Beginn der Herbst-
tagung des Arbeitskreises Mathematikunterricht und Informatik am 28. September und ebenfalls in Soest
statt. Auf der Sitzung wurde ein Wechsel im Sprecherduo beschlossen. Für die zweite Hälfte der Gremien-
periode übernimmt nun Florian Heß die Aufgaben des Sprechers und Eva Zerz die der stellvertretenden
Sprecherin. Die nächste Sitzung der Fachgruppenleitung wird am 18. Februar 2013 in Hannover stattfin-
den. Wir bitten alle Mitglieder der Fachgruppe, die Rundbrief-Redaktion mit Themenvorschlägen, Bei-
trägen, Informationen über Promotionen und Habilitationen, Hinweisen auf Bücher, Programmpakete
und Tagungen etc. zu unterstützen.

Wir hoffen, Sie mit dem vorliegenden Heft gut zu informieren.

Florian Heß Eva Zerz
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Tagungen der Fachgruppe

Tagung der Fachgruppe Computeralgebra, 10. – 12.05.2012, Kassel

Tagung der Fachgruppe Computeralgebra,
10. – 12.05.2012, Kassel
http://www.fachgruppe-computeralgebra.de/

TagungKassel

Von 10. bis 12. Mai 2012 fand wieder eine Ta-
gung der Fachgruppe in Kassel statt. Mit 45 Teil-
nehmern fiel diese Ausgabe der erfolgreichen Kon-
ferenzreihe etwas kleiner aus als 2009. Ein Grund
dafür dürfte bei dem vielfältigen Tagungsangebot lie-
gen, das erfreulicherweise seit 2010 im Rahmen des
DFG-Schwerpunktprogramms 1489 besteht und das
sich natürlich zum Teil an dieselbe Zielgruppe richtet.

Es gab fünf einstündige Hauptvorträge: Daniel
Andres (Aachen), der Gewinner des Nachwuchsprei-
ses von 2009, berichtete über algorithmische D-Modul-
Theorie und Michael Cuntz (Kaiserslautern) über kris-
tallographische Arrangements (siehe auch Rundbrief-
Ausgabe 50). Anne Frühbis-Krüger (Hannover) sprach
über Anwendungen von Computeralgebra in der Singu-
laritätenheorie. Ihr jüngster Zuhörer, der im April 2012
geborene Frederic, wurde während des Vortrags seiner
Mutter von Chairman Florian Heß kompetent betreut.
Am Abschlusstag setzte Gabor Wiese (Luxemburg) mit
einem klassischen Tafel-Vortrag über modulare Galois-
Darstellungen einen interessanten Akzent und Andre-
as Klein (Gießen) referierte auf unterhaltsame Weise
über Protokollfehler und Angriffe in der Kryptographie.
Das Programm wurde durch 16 eingereichte Beiträge,
eine Software-Präsentation und eine Diskussionsrunde
über die Fachgruppe und ihre aktuellen Aktivitäten ver-
vollständigt. Fast alle Vortragenden nahmen Rücksicht
auf die heterogene Zusammensetzung des Publikums
und begannen ihre Präsentation mit einer allgemein-
verständlichen Einführung in die Thematik. Diese weit-
gehende Zugänglichkeit der Beiträge auch für Nicht-
Spezialisten wurde allgemein gutgeheißen.

Beim gemeinsamen Abendessen, das am Freitag
im Restaurant Gutshof stattfand, diskutierten die anwe-
senden Mitglieder der Fachgruppenleitung – unterstützt
durch Werner Bley und Werner Seiler – über die Vor-
tragsbeiträge und wählten den Nachwuchs-Preisträger
aus: Severin Neumann aus Passau, der 2011 seinen Mas-
ter abgeschlossen hat und nun als Doktorand in der Ar-
beitsgruppe von Martin Kreuzer tätig ist. Er berichte-
te in gut verständlicher Form über Parallelisierung bei
der Berechnung von Gröbnerbasen. Seine Begeisterung
für das Thema übertrug sich auf das Publikum und dem
Vortrag schloss sich eine längere, lebhafte Diskussion
an, in der Neumann durch seine Souveränität beein-
druckte.

Herzlicher Dank gebührt Wolfram Koepf für die ex-
zellente Organisation der Tagung und den Sponsoren
Maplesoft und Springer-Verlag für ihre Unterstützung.
Unvergessen wird der unaufhaltsame Fahrer der Stra-
ßenbahnlinie 0 bleiben.

Eva Zerz (Aachen)
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Themen und Anwendungen der Computeralgebra

The homalg project
Mohamed Barakat, Markus Lange-Hegermann
(TU Kaiserslautern, RWTH-Aachen)

barakat@mathematik.uni-kl.de
markus.lange.hegermann@rwth-aachen.de

What is the homalg project?

The homalg project is a multi-author open source1

software project for constructive homological algebra.
Mainly written in GAP4 it allows the use of external
programs and other computer algebra systems (CASs)
for specific time critical tasks. Although the central part
of the source code is the formalization of abstract no-
tions like ABELian categories, our focus lies on concrete
applications ranging from linear control theory to com-
mutative algebra and algebraic geometry.

The stable packages of the project are distributed
with GAP [GAP12] and the newer packages can be
downloaded from the project homepage [hpa12].

Current applications
The first goal of the project was the construc-
tion of spectral sequences of filtered complexes (e.g.
GROTHENDIECK spectral sequences) and the filtration
they induce on total (co)homologies. Of cource, such a
construction consists of many subalgorithms.

The core package homalg contains algorithms for
(co)homology, connecting homomorphisms, long exact
(co)homology sequences, filtrations, spectral sequences,
etc., which are implemented abstractly, independent of
the specific ABELian category. Other algorithms like
derived functors (Ext,Tor, . . .), CARTAN-EILENBERG
resolutions, hyper derived functors, YONEDA products,
etc., are implemented for categories having enough pro-
jectives or injectives. Extension packages implement
the ABELian categories of finitely presented (f.p.) mod-
ules (e.g. D-modules), of f.p. multigraded modules,
and (in a yet preliminary form) of coherent sheaves on
toric varieties. These packages provide further algo-
rithms to compute context specific properties and in-
variants like deciding torsion-freeness, reflexivity, lo-
cally freeness, freeness (QUILLEN-SUSLIN), purity, the
computation of projective dimension, degree, purity

filtration, etc. We use these properties in applica-
tions to algebraic system theory, an ongoing work with
QUADRAT and CLUZEAU. Building on this infrastruc-
ture the project supports applications to algebraic geom-
etry. This includes a constructive version of the BGG-
correspondence, TATE resolutions of coherent sheaves
on projective schemes, their characteristic classes and
cohomology, higher direct images under morphisms to
affine spaces, divisors, etc. Recently, GUTSCHE con-
tributed a package for toric varieties.

Ideas behind the homalg project

The meta idea
Mathematical software should comply to mathematical

ideas, regardless of how abstract they are.

An example
We exemplify this statement by the following piece of
code taken from the homalg project

RightDerivedCofunctor(
Functor_Hom_for_fp_modules, "Ext" );

Before we could write such a code we taught the
following notions to the computer. For the second
line we need the notion of the category of finitely pre-
sented modules over a computable commutative ring
with its (internal) Hom-functor. The first line needs the
more abstract notions ABELian categories with enough
projectives, additive functors, and their right derived
functors (regardless of the specific ABELian category).
These two lines of code install several methods to com-
pute Ext as a functor applicable to f.p. modules, their
maps, and even complexes (of complexes) thereof.

The basic mathematical idea
The basic notion is that of a computable ABELian cat-
egory, i.e., an ABELian category for which all disjunc-
tions and existential quantifiers appearing in the axioms
of an ABELian category are algorithmic. Given that, all

1All current packages are licensed under GPL-2.
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constructions which only depend on the category be-
ing ABELian become computable. See [Bar09] for a
construction of spectral sequences of filtered complexes
based on the notion of generalized morphisms. This re-
places diagram chasing of elements, as objects of gen-
eral ABELian categories are not a priori sets2.

Basic examples of computable ABELian categories
are categories of finitely presented modules over a ring
R equipped with an algorithm to solve linear systems
B = XA with coefficients in R. Examples for such
rings are fields (GAUSSian algorithm), EUCLIDean rings
(HNF), and commutative and noncommutative rings ad-
mitting a GRÖBNER basis algorithm [BLH11, BR08].

The challenge
This means that these abstract homological algorithms
gradually specialize to matrix and GRÖBNER basis al-
gorithms. But would it then not be more efficient to
directly hardcode such matrix algorithms? This ques-
tion is in fact a particular instance of what ABBOTT and
BIGATTI described in [AB12, p. 11] as

the challenge of reconciling the tradition-
ally conflicting goals of (mathematical) ab-
straction and efficiency.

Knowledge based computation
We address this challenge by what we call “knowledge
based computation”, which we will now explain.

Our goal is to write an extremely simple and math-
ematically readable code which gets optimized during
runtime. This is contrary to the conventional paradigm
that an efficient program is a result of an optimized
code3 or an optimization during compile time.

Special input often causes special unforeseeable set-
ups to occur during runtime. By runtime optimization
we mean the use of mathematical knowledge applicable
in special setups to shortcut further unnecessary compu-
tations. For this to work we did two things. First, we
organized mathematical objects according to the math-
ematical hierarchy and realized them as learning ob-
jects which can accumulate knowledge during their life-
time. Second, we started teaching the system mathemat-
ical knowledge (lemmas, propositions, theorems) at all
levels of the mathematical hierarchy4 in form of logical
methods. Each such method is installed globally allow-
ing it to influence many different algorithms.

During runtime algorithms generate knowledge for
the involved objects. And as soon as such knowledge is
created even more knowledge is immediately deduced
by the logical methods known to the system. Further-
more, mathematically related objects are connected as
they are created inside the system; this allows the in-
stantaneous propagation of knowledge between related
objects, even if they lie in different abstraction layers.

external systems (SINGULAR, GAP, polymake,
Sage, MAPLE, MAGMA, MACAULAY2) host rings,
matrices, matrix operations, Gröbner bases, fans, ...
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spectral sequences,
filtrations, . . .

the hierarchy

Figure 1: The homalg project
To maximize the benefit of mathematical knowledge

we extensively make use of lazy evaluation5. This tech-
nology often avoids unnecessary not yet triggered com-
putations, as it allows objects to await knowledge. There
we make use of the fact that, contrary to the most general
case, many computations (e.g., of GRÖBNER bases) be-
come obsolete in particular cases, very often only iden-
tifiable during runtime.

We explain this by an example. For R =
k[x1, . . . , xn] with a computable field k there are algo-

2Note that embedding theorems into module categories are in general not constructive.
3Quoting DONALD KNUTH: “... premature optimization is the root of all evil.”
4ring/module elements, rings, matrices, (graded) modules, coherent sheaves, morphisms, complexes, spectral sequences, functors, ... .
5The converse is eager evaluation, a common practice in computer algebra.
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rithms composed of expensive subalgorithms to com-
pute ExtiR(M,N) for finitely generated R-modules
M,N . However, the system can combine knowledge to
deduce that certain compositions of algorithms become
unnecessary. For example, the following three theorems
predict Extik[x,y](Homk[x,y](M,k[x, y]), N) for i > 0.

(1) The global dimension of k[x1, . . . , xn] is n.

(2) If R is of global dimension 2 then HomR(M,R) is
projective.

(3) A module H is projective iff ExtiR(H,N) = 0 for
all R-modules N and i > 0.

Hence, for i > 0

Extik[x,y](

projective by (2)︷ ︸︸ ︷
Homk[x, y]︸ ︷︷ ︸

gl.dim=2 by (1)

(M,k[x, y]), N) = 0︸︷︷︸
by (3)

.

A logical deduction system has of course its compu-
tational cost, but it is negligible when it often succeeds
in avoiding GRÖBNER basis computations which are, at
least in the worst case, far more expensive. Furthermore,
the cost of logical deduction grows much slower than the
cost of GRÖBNER bases as a function on the input size.

We sum up this subsection by our slogan:

Do not teach the computer the matrix al-
gorithm. But teach it enough mathemati-
cal knowledge and let it figure out the most
efficient matrix algorithm you know by it-
self. And eventually, the system will sur-
prise you.

Intrinsic modeling
Another key idea of the project is to realize higher math-
ematical objects in a “coordinate free” way. For exam-
ple, a module does not store only one set of generators
but all generating sets which got created during its life-
time, together with enough information to create their
transition matrices, once needed. If the internal pre-
sentation of an object is switched6 all internal presen-
tations of related objects7 are automatically (but lazily)
readapted. This is a constructive way of encoding math-
ematical objects intrinsically. It is not only extremely
useful in certain applications but also necessary for the
development of complex dynamical algorithms.

Why GAP4?
For the following two reasons we chose GAP4 as the
high level language [BL98] for the homalg project.

GAP4 supports a remarkable object oriented pro-
gramming paradigm which we like to describe as a
mathematical object orientedness. Contrary to stan-
dard object oriented languages (like C++ or python)
methods are not installed in the objects but are attached

to so-called operations. The idea is that objects in
GAP4 specialize their type during their lifetime. This
allows the method selector to apply special algorithms
which are faster than more generic ones.

The second decisive feature of the GAP4 language
are the so-called immediate methods. We like describ-
ing them as a second level of execution in which the
normal, usually expensive methods are halted and these
presumably “zero-cost” methods are triggered. These
are exactly the methods we use to infer and propagate
knowledge until no further knowledge is deducible.

For example, to encode that projective modules over
local domains are free we currently add the entry

[ [ IsProjective ],
HomalgRing,
[ [ IsLocal, IsIntegralDomain ] ],
"imply", IsFree ]

to the list LogicalImplicationsForModules.
The presence of both features, which is crucial to the

homalg project, are unique to the GAP4-language. The
lack of similar functionality forced us to abandon a pre-
vious version of homalg in MAPLE. It also prevented us
from choosing Sage, even though interfaces to external
systems would have been available.

Software design = mathematical hierarchy
The software design of the project complies to the math-
ematical hierarchy. The basic notion of a computable
ABELian category is implemented abstractly in the core
package homalg. An implementation of a concrete
ABELian category consists of two parts. The first part
provides all algorithms necessary for its computability
as an ABELian category. The second part implements
special algorithms and logical methods only applica-
ble to this specific category. Different concrete cate-
gories are implemented in different packages (Modules,
GradedModules, Sheaves, . . . ). They all share the ab-
stract algorithms implemented in homalg. In this sense,
mathematical definitions dictate the interface between
data structures in our implementation. Using these in-
terfaces, the categories of coherent sheaves are modeled
as SERRE quotient categories of the categories of graded
modules, which are modeled on the categories of mod-
ules, and these are finally modeled on the categories of
presentation matrices [BLH11].

For encoding these high level mathematical struc-
tures we mainly need bookkeeping objects for knowl-
edge storage. Hence we do not rely on GAP4 for time
critical issues, except for the external communication
and for the propagation of knowledge, two processes
which are highly optimized in GAP4.

We succeeded in separating the technical part of the
project from the mathematical content. The packages
and their dependencies reflect the mathematical hierar-
chy (cf. Figure 1). The modular design of the project
has the convenient side effect of making the big amount
of code easily extendable and maintainable.

6typically to a more economic one, speeding up subsequent computations.
7here, e.g., module maps, with the affected module being their source or target.
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Delegation and multiple computer algebra systems
Another advantage of the modular design of the project
is the ability to outsource rings, matrices with all their
operations (sums, products, solving linear systems, . . . )
to external dedicated CASs like SINGULAR [DGPS12],
MACAULAY2 [GS], MAGMA [BCP97], or MAPLE
[Wat00]. The combinatorial computations for toric va-
rieties are outsourced to polymake [GJ00].

For performance reasons it is important to mini-
mize the communication between GAP and these exter-
nal systems. Therefore, computed matrices are not sent
back to GAP (except for user output). Instead, GAP
refers to external data through pointers, and only in-
tegers (e.g., sizes of matrices) or boolean values (e.g.,
whether a matrix is zero or not) are sent back to GAP.
This minimal information is sufficient for GAP to steer
the algorithms and is enough for the logic to work.

A further abstraction layer in the project allows dif-
ferent ways of physical connections to external sys-
tems. Currently the standard way is to use IO-streams
supported by NEUNHÖFFER’s IO-package. Recently
more robust C-level interfaces were written by our col-
leagues BÄCHLER, GUTSCHE, HORN, LÜBECK, NE-
UNHÖFFER, and SCHÖNEMANN to connect to MAPLE,
polymake, and SINGULAR.

Future
The next step is to implement SERRE quotient cate-
gories following [BLH] and use them to model cat-
egories of coherent sheaves on varieties with a COX
ring (toric varieties, MORI dream spaces, ...). Using
this setup we want to implement categories of coherent
sheaves equivariant under (discrete) group actions (uti-
lizing the strength of GAP).

We plan to formalize further parts of homological
algebra, e.g., to make the use of derived categories and
dg-categories8 constructive and to exploit constructive
versions of derived equivalences in a more systematic
way (the BGG-correspondence was a particular case).
For this we need data structures for tilting objects and
the support for rings that occur as their endomorphism
rings. A first application will be the construction of
BEILINSON monads and the BEILINSON spectral se-
quences (and the induced filtrations).

Dreaming further we like to imagine things like
étale cohomology, the derived RIEMANN-HILBERT cor-
respondence, perverse sheaves, GROTHENDIECK’s six
operations, ... becoming constructive.
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swMATH - citations for your mathematical software
Sebastian Bönisch, Michael Brickenstein, Gert-Martin Greuel, Wolfram Sperber
(FIZ Karlsruhe, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, Mathematisches For-
schungsinstitut Oberwolfach, FIZ Karlsruhe)

sebastian@zentralblatt-math.org
brickenstein@mfo.de
greuel@mathematik.uni-kl.de
wolfram@zentralblatt-math.org

Was ist swMATH?
swMATH ist ein neuartiger Informationsdienst für ma-
thematische Software. swMATH bietet dem Nutzer
nicht nur Zugriff auf eine umfangreiche Datenbank
mit Informationen zu mathematischer Software, son-
dern umfasst auch eine systematische Verknüpfung von
Softwarepaketen mit relevanten mathematischen Publi-
kationen.

Abbildung 1: Auf der Startseite von swMATH befinden
sich eine “Simple Search” und eine “Advanced
Search” zur Suche nach Software.

Verknüpfung von Software und
Publikationen

Zu jedem in swMATH erfassten Softwarepaket sollen
möglichst alle Publikationen aufgeführt werden, die sich
auf diese Software beziehen. Insbesondere werden alle
Artikel angegeben, die im Zentralblatt MATH verzeich-
net sind. Es kann sich dabei sowohl um Artikel handeln,
die die Hintergründe und technischen Details eines Pro-
gramms beschreiben, als auch um solche Publikationen,
in denen eine bestimmte Software angewendet oder zur
Forschung genutzt wird.

Auf diese Weise bietet swMATH für potentielle
Nutzer Informationen zum tatsächlichen Gebrauch der
Software, die sonst nur schwer oder gar nicht erhältlich
sind. Gleichzeitig ist der Nachweis der Literatur zu ei-
ner Software durch eine unabhängige Instanz für die

Autoren der Software eine wertvolle Informationsquelle
darüber, wo ihre Software verwendet wird. Wenn Soft-
ware in wissenschaftlichen Publikationen zitiert wird,
ist das auch ein wichtiges Qualitätsmerkmal, das von
swMATH mit zur Auswahl der Software verwendet
wird.

Der swMATH-Prototyp
Der Informationsdienst swMATH wird im Rahmen ei-
nes dreijährigen Projekts realisiert, das von der Leibniz-
Gemeinschaft gefördert wird und das bis Dezember
2013 läuft. Schon jetzt steht interessierten Nutzern unter

http://www.swmath.org

ein erster (unvollständiger) Prototyp von swMATH zur
Verfügung, um sich über den gegenwärtigen Stand der
Softwaredatenbank informieren zu können.

Feedback und Anregungen sind sehr willkommen,
insbesondere zu weiteren Publikationen!

Andere Informationsdienste für
Mathematische Software

Abbildung 2: Die Treffer einer Softwaresuche werden
in einer Listenansicht ausgegeben, wobei sowohl eine
Sortierung nach dem Namen der Software als auch
nach der Relevanz der gefundenen Suchbegriffe
möglich ist.
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swMATH ist nicht der einzige Informationsdienst
für mathematische Software. Zu einigen Teilgebieten
der Mathematik existieren z. B. Portale mit Informatio-
nen über Software, die speziell für diese Gebiete rele-
vant ist. swMATH ist aber der erste Informationsdienst,
der eine gewisse Vollständigkeit anstrebt und über die
Verknüpfung von Software mit Artikeln in natürlicher
Weise Querverbindungen innerhalb der Mathematik und
ihrer Anwendungen aufzeigt. Einen anderen Ansatz ver-
folgt das Projekt ”Oberwolfach References on Mathe-
matical Software“ (ORMS, http://orms.mfo.de/about)
des Mathematischen Forschungsinstituts Oberwolfach.
ORMS referenziert in Zusammenarbeit mit einem in-
ternationalen Advisory-Board mathematische Softwa-
re, die nach wissenschaftlichen Qualitätskriterien aus-
gewählt wird, während bei der Verknüpfung mit Publi-
kationen andere Gesichtspunkte im Vordergrund stehen.
ORMS und swMATH ergänzen sich, eine Verknüpfung
von ORMS und swMATH ist in Vorbereitung.

swMATH ist ein gemeinsames Projekt des Ma-
thematischen Forschungsinstituts Oberwolfach und des
FIZ Karlsruhe. Fachliche Unterstützung erhält das Pro-
jekt von verschiedenen Kooperationspartnern:

• Zuse-Institut Berlin (ZIB)

• DFG-Forschungszentrum MATHEON

• Weierstraß-Institut für Angewandte Analysis und
Stochastik (WIAS)

• Felix-Klein-Zentrum für Mathematik der Univer-
sität Kaiserslautern

Das Projekt swMATH wird aus den Wettbewerbs-
mitteln der Leibniz-Gemeinschaft gefördert.

Abbildung 3: Die Detailseite enthält alle verfügbaren
Informationen zu einer bestimmten Software,
insbesondere Kurzbeschreibung, Autoren und relevante
Publikationen. Die einzelnen Artikel sind mit der
Datenbank Zentralblatt MATH verlinkt.
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Neues über Systeme

Neues vom SYMBOLICDATA-Projekt
Hans-Gert Gräbe
(Leipzig)

graebe@informatik.uni-leipzig.de

Zur Geschichte des Projekts

Die Idee zum SYMBOLICDATA-Projekt entstand 1998
am Rande der ISSAC in Rostock, als zunehmend sicht-
bar wurde, dass die Datensammlungen, welche im Rah-
men der Projekte PoSSo1 und FRISCO2 entstanden wa-
ren, ohne aktives Zutun der Community nicht dauerhaft
digital verfügbar sein würden.

In den folgenden Jahren wurde dieses Projekt vor
allem von Olaf Bachmann und dem Autor dieses Bei-
trags mit weiterer Unterstützung aus dem Umfeld der
Singular-Gruppe vorangetrieben. Im CAR 26 (März
2000) und CAR 28 (März 2001) wurde das SYMBOLIC-
DATA-Projekt im damaligen Zuschnitt ausführlich vor-
gestellt. Der Schwerpunkt der Datensammlung lag im
Bereich polynomialer Gleichungssysteme mit ganz-
zahligen Koeffizienten, die zu jener Zeit insbesonde-
re im Zusammenhang mit Varianten des Buchberger-
Algorithmus intensiv studiert wurden, wobei die ver-
schiedenen Benchmark-Beispiele aus der Literatur und
den genannten EU-Projekten systematisiert und digital
aufbereitet sowie entsprechende Werkzeuge zur Verwal-
tung und zum Aufsetzen von Benchmarks entwickelt
wurden.

Nach dem Weggang von O. Bachmann aus Kai-
serslautern Ende 2000 wurde mit dem geometrischen
Theorembeweisen ein zweites größeres Sammelgebiet
erschlossen, das über die Koordinatenmethode eng mit
polynomialen Gleichungssystemen verbunden ist. Ein-
fache Beispiele lassen sich auf geometrische Sätze vom
konstruktiven Typ zurückführen, deren Beweis auf ei-
ne ”einfache“ Normalformberechnung rationaler Aus-
drücke zurückgeführt werden kann. Obwohl solche Nor-
malformberechnungen im Prinzip verstanden sind, lau-
fen sie aber oft praktisch nicht durch, während alter-
native Koordinatisierungen vom Gleichungstyp und ge-

schickte Ansätze des Lösens der entsprechenden poly-
nomialen Gleichungssysteme zum Ziel führen. M. Wit-
te, damals Student in Leipzig, untersuchte und digitali-
sierte insbesondere eine größere Anzahl von Beispielen
aus dem Buch von S.-C. Chou3.

Weiteres Beispielmaterial wurde von der CoCoA-
Gruppe (F. Cioffi), der Singular-Gruppe (M. Dengel,
M. Brickenstein, S. Steidel, M. Wenk), J.-C. Faugère
(weitere Polynomsysteme), V. Levandovskyy (nicht-
kommutative Polynomsysteme, G-Algebren) sowie von
Raymond Hemmecke (Testmengen aus der ganzzah-
ligen Programmierung) beigesteuert. Die Projektda-
ten wurden über ein CVS-Repository verwaltet. Die
Domäne symbolicdata.org wurde und wird durch
die CA-Fachgruppe finanziert und seit 2005 von der GI-
Geschäftsstelle gehostet.

Leider standen ab 2003 keine personellen Ressour-
cen zur systematischen weiteren Arbeit am SYMBOLIC-
DATA-Projekt zur Verfügung, so dass das Datenmateri-
al seither allein auf einer ”as is“ Basis zur Verfügung
stand und auch nur gelegentliche Erweiterung erfahren
hat. Insbesondere stellte sich heraus, dass die ambitio-
nierten Vorstellungen, eine einheitliche Werkbank für
Benchmarking im symbolischen Rechnen mit entspre-
chenden Werkzeugen und Konzepten zu entwickeln, mit
den verfügbaren Ressourcen nicht zu stemmen war und
– mit Blick auf die Vielfalt der Rechnerarchitekturen,
Problemstellungen und verwendeten Programmierspra-
chen – wohl auch am realen Bedarf vorbei ging. Statt
dessen konzentriert sich dieser Teil des Projekts nun-
mehr darauf, den Code von Best Practice Beispielen zu
sammeln und zur Nachnutzung zur Verfügung zu stel-
len.

Ein weiterer Versuch, die Arbeiten am SYMBOLIC-
DATA-Projekt mit vereinten Anstrengungen zu inten-
sivieren und mit angrenzenden Bemühungen in dieser
Richtung, etwa der Datenbank Gröbner Bases Imple-

1http://posso.dm.unipi.it
2http://www.nag.co.uk/projects/frisco.html
3S.-C. Chou. Mechanical Geometry Theorem Proving. Reidel, Dortrecht, 1988.
4http://www.risc.jku.at/Groebner-Bases-Implementations
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mentations. Functionality Check and Comparison4 oder
dem Gröbner Bases Bibliography Project5 zu koordi-
nieren, wurde im März 2006 während des Special Se-
mester on Groebner Bases am RISC Linz gestartet. Je-
doch fand auch dieses Projekt im Nachgang keine nach-
haltige Resonanz in der Community.

Entwicklungen nach 2003 –
SYMBOLICDATA meets RDF

In den letzten 10 Jahren nahm das (semantische) Web
der Daten eine besonders stürmische Entwicklung, was
die konzeptionellen Entwicklungen zur Datenhaltung
aus den Anfangszeiten des SYMBOLICDATA-Projekts
entwertet hat, über die seinerzeit in den entsprechenden
Aufsätzen im CAR berichtet wurde. Mit dem Seman-
tic Stack haben sich inzwischen Standards durchgesetzt
und stehen Werkzeuge zur Verfügung, mit denen sich
Verwaltungsaufgaben auf verschiedenen Ebenen nach
einheitlichen Prinzipien organisieren lassen. Dies sind

• XML und XSchema als Standards zur
Darstellung strukturierter Daten auf
Ressourcen-Ebene sowie

• RDF und OWL als Standards zur Beschreibung
semantischer Aspekte der Daten.

Während ersteres prinzipiell geeignet ist, dezentral be-
treute Datenbestände in einem SYMBOLICDATA-Netz
zusammenzuführen und durch geeignete URL’s zu
adressieren (die Frage der nachhaltigen Verfügbarkeit
derartiger dezentral betreuter Datenbestände sei hier
ausgeklammert), ist die Aggregierung der Beschreibun-
gen semantischer Aspekte unbedingt erforderlich, um
sinnvolle Suchprozesse nach Informationen auf diesen
vernetzten Beschreibungen zu ermöglichen. Während
wir in der Anfangszeit davon ausgingen, dass dazu ein
wesentlicher Teil der Informationen auch an einem Ort
zusammengetragen sein muss – etwa als Datenbestand
in unserem CVS-Repository – zeigen modernere Ent-
wicklungen der Linked Open Data Cloud, in welchem
Umfang auch diese Informationen dezentral verwaltet
werden können, wenn entsprechende Protokolle des Da-
tenaustauschs vereinbart werden. Genauer geht es nicht
um die Protokolle selbst, die als Metasprache mit dem
RDF-Framework und dessen Erweiterungen weitgehend
standardisiert sind, sondern um die gemeinsam zu ver-
einbarende Ontologie als domänenspezifische Sprache,
mit der RDF-Tripel der Wissensbasis auf einheitliche
Weise ”verstanden“ werden.

Die wenigen verfügbaren Ressourcen der letzten
Jahre wurden darauf verwendet, einen Migrationspro-
zess der Datenbasis hin zu diesen Standards in die Wege
zu leiten, also

• die Benchmark-Daten aus den verschiedenen
Bereichen auf je standardisierte Weise in
XSchema-beschriebene XML-Ressourcen zu
transformieren,

• die im ursprünglichen SYMBOLICDATA-Konzept
eng mit den Ressourcen gekoppelten
Beschreibungsdaten zu separieren und über
RDF-Standards (insbesondere einen
SPARQL-Endpunkt6) für Suchanfragen
verfügbar zu machen sowie

• eine SYMBOLICDATA-Ontologie als
domänenspezifische vom Computer lesbare
Sprache für diese Beschreibungsdaten zu
entwickeln.

Die Erfahrungen aus vergleichbaren Projekten der
AKSW-Gruppe7 an unserem Lehrstuhl legten nahe, dass
dieser Migrationsprozess am besten als agiler Prozess
anzulegen ist, also das Prinzip des ”a little bit thinking,
a little bit coding“ aus der Anfangszeit des SYMBOLIC-
DATA-Projekts auch hierbei anwendbar ist, um mit klei-
nen Schritten die sehr begrenzten Ressourcen einzu-
setzen. Insbesondere lehren diese Beispiele, dass es –
im deutlichen Gegensatz zu den Erfahrungen der ER-
Modellierung – nicht sinnvoll ist, bereits am Anfang
zu viel Mühe auf die genaue Fassung der SYMBOLIC-
DATA-Ontologie zu verwenden. Hierbei wird der Vor-
teil von RDF gegenüber herkömmlichen Datenbank-
ansätzen deutlich, denn Prädikate lassen sich auf ein-
fache Weise in der Wissensbasis selbst hinzufügen oder
redefinieren, was bei Datenbanken ein aufwändiges Re-
design der Tabellenstruktur erfordert. Die Konsolidie-
rung der Ontologie selbst kann so auf einen späteren
Zeitpunkt verschoben werden, wenn eine ausreichende
Zahl von ”Sätzen“ der zu definierenden Sprache bereits
vorliegen.

Im Repository sind größere Teile der Daten (insbe-
sondere ein wesentlicher Teil der Polynomsysteme) in-
zwischen in XSchema-beschriebene XML-Ressourcen
transformiert. Etwas schwieriger gestaltet sich der
Transformationsprozess bei den Geometrie-Beispielen,
da dort zusätzlich die Ähnlichkeiten zu den Beschrei-
bungssprachen verschiedener DGS, also neue semanti-
sche Aspekte, berücksichtigt werden sollen.

Anfang 2011 wurde die Projektverwaltung8 auf
Mercurial umgestellt, da so Entwicklungszweige deut-
lich flexibler angelegt und wieder mit dem Hauptstamm
vereinigt werden können. In einem solchen Zweig9 wur-
den weitere Beispiele zu freien Algebren zusammenge-
tragen.

5http://www.risc.jku.at/Groebner-Bases-Bibliography
6Provisorisch unter http://hgg.ontowiki.net verfügbar.
7http://wiki.aksw.org/About
8Siehe https://bitbucket.org/hgg/symbolicdata
9Siehe https://bitbucket.org/levandov/symbolicdata_freealgebra

13

http://www.risc.jku.at/Groebner-Bases-Bibliography
http://hgg.ontowiki.net
http://wiki.aksw.org/About
https://bitbucket.org/hgg/symbolicdata
https://bitbucket.org/levandov/symbolicdata_freealgebra


Das Benchmarking-Projekt im Rahmen
der

Sächsischen E-Science-Initiative

Im Rahmen der Sächsischen E-Science-Initiative10 wur-
de ein Projekt ”Benchmarking im symbolischen Rech-
nen“ bewilligt, über das ab September 2012 für 12 Mo-
nate eine halbe Mitarbeiterstelle finanziert und mit An-
dreas Nareike besetzt ist. Damit besteht die Möglichkeit,
die bisherigen Migrationen zu konsolidieren und dem
SYMBOLICDATA-Projekt, wenigstens für eine gewisse
Zeit, neuen Schwung zu verleihen.

Wir möchten dabei weitere interessierte Partner und
Datenbestände einbeziehen und insbesondere die Be-
schreibungstechniken auf RDF-Ebene weiter qualifizie-

ren. Zur Intensivierung der Kommunikation haben wir
dazu neben der schon länger existierenden Mailinglis-
te symbolicdata bei Google Groups ein Mediawi-
ki11 an der Uni Leipzig aufgesetzt, in das die bisherigen
Inhalte der Webseiten sowie weitere Informationen mi-
griert werden sollen.

Während eines

Arbeitstreffens und Workshop am 13.–15.
Dezember 2012 in Leipzig

sollen die bis dahin erreichten Ergebnisse vorgestellt
und das weitere Vorgehen abgestimmt werden. Dazu la-
den wir interessierte Mitstreiter ein. Der Workshop ist
als ”Zero Budget Workshop“ geplant und wird voraus-
sichtlich an der HTWK Leipzig stattfinden. Mehr dazu
im SYMBOLICDATA-Wiki.

10http://www.escience-sachsen.de
11http://symbolicdata.uni-leipzig.de
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Computeralgebra in der Schule

GeoGebraCAS – Vom symbolischen
Notizblock zur dynamischen CAS Ansicht
Markus Hohenwarter und Alexander Hartl
(Linz, Österreich)

markus.hohenwarter@jku.at
alexander.hartl@geogebra.org

Seit im Jahr 2006 auf der internationalen ACDCA &
Derive-Konferenz die Einstellung der Weiterentwick-
lung des CAS Derive bekannt gegeben wurde, herrschte
unter Österreichs CAS-Lehrern/innen Verunsicherung.
Es stellte sich die Frage, welches neue CAS ihren didak-
tischen Anforderungen entsprechen könnte. TI-Nspire,
Maxima und WIRIS wurden erprobt, konnten sich aber
(zumindest in Österreich) kaum durchsetzen. Zu die-
sem Zeitpunkt wurde die dynamische Mathematiksoft-
ware GeoGebra gerade um eine dynamische Tabellen-
kalkulation erweitert. Es lag daher nahe, den Versuch
zu wagen, GeoGebra auch mit einer CAS Ansicht aus-
zustatten. In diesem Beitrag möchten wir einerseits den
Weg seit damals bis zur heute vorliegenden ersten Versi-
on von GeoGebra mit integriertem CAS skizzieren. An-
dererseits stellen wir einige kurze Beispiel vor, um die
Funktionsweise der CAS Ansicht in GeoGebra zu illus-
trieren.

Symbolischer Notizblock
Schon seit 2004 wurde in GeoGebra intern ein CAS
verwendet, um symbolisches Differenzieren und Inte-
grieren von Funktionen zu ermöglichen. Zunächst wur-
de die CAS Library JSCL-Meditor1 verwendet, später
dann das System Jasymca2 und schließlich MathPiper 3.
Nach dem Ende von Derive begann Markus Hohenwar-
ter 2007 mit einem Studenten an der Florida Atlantic
University die Arbeit an einem ”symbolischen Notiz-
block“ für GeoGebra, der es dem Nutzer ermöglichen
sollte, direkt auf das bislang verborgene CAS zuzugrei-
fen. Dabei sollten Objekte (Zahlen, Punkte, Funktionen,
Gleichungen, etc.) aus der numerischen Welt von Geo-
Gebra im CAS für symbolische ”Nebenrechnungen“ zur
Verfügung stehen. Um unabhängig vom darunterliegen-
den CAS zu bleiben, wurde schon damals eine eigene
GeoGebraCAS Syntax für Befehle eingeführt, die intern
in die entsprechende MathPiper Syntax übersetzt wurde.

Ab 2008 konnten erste Prototypen des GeoGebra-
CAS in vom österreichischen Unterrichtsministerium
unterstützten Projekten von erfahrenen CAS Lehrern an
Schulen getestet werden (vgl. [3]). Zu diesem Zeitpunkt
waren Variablenbelegungen in der CAS Ansicht von den
anderen GeoGebra Ansichten völlig unabhängig. Die
Tests in Schulen brachten insbesondere zwei Resultate:
Einerseits war das zugrundeliegende CAS MathPiper in
gewissen Bereichen (z. B. Solve) nicht mächtig genug,
um alle Wünsche der Nutzer erfüllen zu können. Ande-
rerseits wurde die fehlende enge Verknüpfung des ”sym-
bolischen Notizblocks“ mit dem Rest von GeoGebra als
unbefriedigend empfunden, da ja alle anderen Ansich-
ten in GeoGebra dynamisch gekoppelt waren.

Dynamisches CAS
In der Folge wurden daher folgende Ziele für die Wei-
terentwicklung des GeoGebraCAS festgelegt: Die Geo-
Gebra CAS Ansicht sollte bereits ab der 7. Schulstu-
fe zum Erlernen der elementaren Algebra eingesetzt
werden können, eine benutzer/innenfreundliche Ober-
fläche aufweisen, vom Leistungsumfang mit anderen
in der Schule gebräuchlichen CAS vergleichbar sein,
abhängige Zeilen automatisch dynamisch aktualisieren
(”dynamisches CAS“), und mit den anderen GeoGebra-
Komponenten dynamisch verknüpft sein.

Die Berücksichtung der 7. Schulstufe war uns wich-
tig, da auch wir – ähnlich wie Zeller und Barzel [4]
– davon ausgehen, dass die mannigfachen Möglichkei-
ten zur Manipulation von algebraischen Termen mit ei-
nem CAS leichter zu entdecken sind und sich positiv auf
das Strukturverständnis bei Termen auswirken. Dass die
Oberfläche der CAS Ansicht intuitive Werkzeuge wie
auch die Grafik Ansicht von GeoGebra anbieten soll,
war eine wichtige Prämisse, damit die ”instrumental ge-
nesis“ (vgl. [2]) , also der Prozess um die CAS Ansicht
sinnvoll als Werkzeug einsetzen zu können, möglichst

1http://sourceforge.net/projects/jscl-meditor/
2http://webuser.hs-furtwangen.de/˜dersch/jasymca2/
3http://www.mathpiper.org/
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reibungslos verlaufen kann und wenig Zeit bzw. An-
strengung in Anspruch nimmt. Ein wichtiger Punkt hier-
bei war die Umsetzung eines ”dynamischen CAS“, in
dem die Veränderung eines Variablenwerts die automa-
tische Aktualisierung aller davon abhängiger Ausdrücke
zur Folge hat. Damit wird die Grundidee von dynami-
scher Geometrie in natürlicher Art und Weise auf ”dy-
namische Algebra“ erweitert.

Um den Leistungsumfang des CAS zu steigern, ha-
ben wir mit unterschiedlichen CAS Libraries experi-
mentiert. So konnte in der Version von 2009 etwa wahl-
weise MathPiper oder Maxima für die zugrundeliegen-
den Berechnungen verwendet werden. Trotz intensi-
ver Bemühungen von Seiten der MathPiper Entwickler
wurde Ende 2009 aber klar, dass es noch einige Jah-
re dauern würde, bis MathPiper den Ansprüchen unse-
rer CAS Testlehrer genügen könnte. Maxima war zwar
leistungsfähiger, erwies sich aber als unflexibel in Be-
zug auf unsere Wünsche in Sachen Termdarstellung und
konnte nicht (bzw. nur sehr schwierig) für online Ap-
plets verwendet werden. Deshalb entschieden wir uns
2010 schließlich für den Umstieg auf das seit den 1960er
entwickelte CAS Reduce 4, das von den MathPiper Ent-
wicklern speziell für uns adaptiert wurde, sodass wir es
in GeoGebra einbetten konnten.

Die folgenden Beispiele sind in Anlehnung an Ma-
terialien aus den österreichischen Pilotprojekten [1] ent-
standen und sollen nun einen kurzen Überblick über die
Funktionsweise der aktuell mit GeoGebra 4.2 vorliegen-
den CAS Ansicht geben.

Gleichungsumformungen
Wichtige Themen des Mathematikunterrichtes der Se-
kundarstufe I sind das Manipulieren von Termen und
das darauf aufbauende Prinzip der Äquivalenzumfor-
mung. Um den Schülern einen intuitiven Zugang zu
ermöglichen, werden Gleichungen in der CAS An-
sicht – so wie von der GeoGebra Eingabezeile bekannt
– mit einfachem Gleichheitszeichen eingegeben. Zur
Auswertung von Zeilen der CAS Ansicht stehen drei
verschiedene Werkzeuge über die Werkzeugleiste zur
Verfügung: ”Berechne“ berechnet und vereinfacht die
Eingabe symbolisch, ”Numerisch“ berechnet die Ein-
gabe numerisch und liefert die Ausgabe in Dezimal-
schreibweise und mit ”Behalte Eingabe“ kann die Ein-
gabe unverändert ausgewertet werden. Letzteres ist ins-
besondere bei der Einführung von Termumformungen
interessant, wenn man bewusst das ”Vereinfachen“ von
Ausdrücken verhindern möchte. Das gewählte Werk-
zeug wird jeweils auf die ganze Zeile bzw. den markier-
ten Teilausdruck angewandt.

Abbildung 1: Werkzeuge zur Auswertung.
Um nun eine Äquivalenzumformung auf einer Glei-

chung durchzuführen, wie etwa in Abbildung 2 in der

zweiten, dritten und vierten Zeile, wird diese lediglich
in Klammern gesetzt und darauf wie auf einem einfa-
chen Term operiert. Die Ausgabe der vorigen Zeile lässt
sich dabei durch Drücken der Leertaste kopieren, bei
Eingabe einer schließenden Klammer wird sie geklam-
mert übernommen. Durch Klicken auf den Ausgabeteil
einer Zeile wird dieser an der aktuellen Position ein-
gefügt. Derartige Äquivalenzumformungen erlauben es
Schülern, verschiedenen Ideen und Lösungswege aus-
zuprobieren, und dabei den Fokus auf die Strategie und
nicht aufs Rechnen zu legen.

Abbildung 2: Gleichungsumformungen.

Radioaktiver Zerfall
Ein klassisches Beispiel bei der Behandlung von Expo-
nentialfunktionen ist der Zerfall einer radioaktiven Sub-
stanz. GeoGebraCAS erlaubt den Schülern, Aufgaben
zu Exponentialgleichungen intuitiv zu lösen und so ex-
perimentell die zugrundeliegenden Zusammenhänge zu
erkunden. Zur Unterscheidung von Gleichungen werden
Variablenzuweisungen und Funktionsdefinitionen in der
CAS Ansicht mittels := geschrieben. Dermaßen be-
nannte Objekte wie Funktionen werden übrigens nach
Möglichkeit gleich im Grafikfenster gezeichnet.

Abbildung 3: Einfache Exponentialgleichungen.

4http://reduce-algebra.sourceforge.net/
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So können, je nach gegebenen Werten, die ver-
bleibende Menge radioaktiven Materiales zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, die Halbwertszeit oder die Basis
in der Funktionsdarstellung berechnet werden. Darüber
hinaus steht auch die Möglichkeit zur Verfügung, mit

”Löse“ eine Gleichung mit unbelegten Variablen symbo-
lisch zu lösen, und mit ”NLöse“ Werte näherungsweise
zu bestimmen. Dabei ergibt sich zudem die Gelegenheit,
Vorzüge und Schwächen numerischer Verfahren im Un-
terricht zu thematisieren und praktisch zu erproben.

Abbildung 4: Lösung mit unbelegten Variablen.

Schneiden von Polynomfunktionen
Um ein tieferes Verständnis von Mathematik zu fördern,
ist die Vernetzung verschiedener Teilbereiche und
das Aufzeigen ihrer Zusammenhänge unerlässlich. So
können Polynomfunktionen, etwa die Parabel f(x) :=
x2 − 3

2x + 2 und die Gerade g(x) := 1
2x + 2, durch

Zeichnen und graphisches Bestimmen der gemeinsamen
Punkte geschnitten werden. Äquivalent ergeben sich die
Schnittpunkte als Lösung der Gleichung f(x) = g(x)
nach x mittels algebraischer Methoden. Mittels CAS-
und Grafikansicht ist es möglich, beide Vorgangsweisen
miteinander zu verknüpfen.

Abbildung 5: Computeralgebra und Geometrie.

So können beispielsweise, wie in Abbildung 5, f(x)
und g(x) in der CAS Ansicht definiert, verändert, ge-
nutzt und geschnitten werden. Zugleich wird all dies
unmittelbar in der Grafikansicht dargestellt. Umgekehrt
spiegeln sich alle Änderungen der Lage der Funktionen
in der Grafikansicht ebenso direkt in der CAS Ansicht
wider.

Umgekehrte Kurvendiskussion

Die klassische Kurvendiskussion mit der rezeptartigen
Bestimmung von Hoch-, Tief-, Wende- und Sattelpunk-
ten ist in Zeiten von CAS und dynamischer Mathema-
tiksoftware eigentlich obsolet, da der Graph einer Funk-
tion ohnehin sofort gezeichnet wird. Die umgekehrte
Kurvendiskussion, wo eine Funktionsgleichung zu ge-
gebenen Eigenschaften gefunden werden kann, setzt den
Fokus hingegen auf das Umsetzen geometrischer Zu-
sammenhänge in Gleichungen. Gegeben seien etwa ein
Punkt (2|2) und ein Sattelpunkt (1|1) auf einer Funk-
tion dritten Grades, deren Funktionsgleichung gesucht
ist. Hier geht es also vor allem um das Aufstellen eines
Gleichungssystems wie in Abbildung 6.

Neben dem bereits angesprochenen Zuweisungs-
operator := können Gleichungen zusätzlich auch – wie
im Unterricht oft üblich – nur mittels Doppelpunkt be-
nannt werden, etwa g3 : f ′(1) = 1;. Das abschließen-
de Semikolon unterdrückt hier die unnötige, da gleiche
Ausgabe. Anstelle des Befehls ”Ableitung“ wird hier die
Kurzschreibweise f ′(x) verwendet. Der Befehl ”Löse“
unterstützt neben einzelnen Gleichungen in einer Varia-
blen auch ganze Systeme solcher in beliebig vielen Un-
bekannten. Dazu werden die Gleichungen und Variablen
mit Beistrichen getrennt und als Liste in geschwungenen
Klammern geschrieben. Alternativ können auch mit der
Maus alle Zeilen des Gleichungssystems markiert und
dann auf das ”Löse“ Werkzeug in der Werkzeugleiste
geklickt werden.

Abbildung 6: Umgekehrte Kurvendiskussion.

Matrizenrechnung

Ob in vertiefenden Kursen oder als vorwissenschaftli-
che Arbeit, mit Technologieunterstützung lassen sich
auch interessante Bereiche der Mathematik außerhalb
des üblichen Lehrplans zeitökonomisch behandeln. Ein
solches Gebiet ist die Matrizenrechnung. Als wichti-
ges Werkzeug der Mathematik kommen diese rechtecki-
gen Zahlenschemata in vielen Gebieten der Mathematik
zum Einsatz, etwa auch, um Systeme linearer Gleichun-
gen kurz und prägnant anzugeben und zu lösen.
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Abbildung 7: Matrix in der CAS Ansicht.

In der CAS Ansicht werden Matrizen als Liste
von Zeilenlisten in geschwungenen Klammern einge-
geben, beispielsweise {{2, 3, 2}, {1, 1, 1}, {0,−1, 3}}.
Um mittels Matrizen ein lineares Gleichungssystem zu
lösen, formt man dieses zunächst derart um, dass alle
Unbekannten auf der linken Seite und die konstanten
Summanden auf der rechten Seite stehen. Anschließend
bildet man aus den Koeffizienten der Variablen eine Ma-
trix A, sodass eine Gleichung jeweils eine Zeile ein-
nimmt und gleiche Variablen untereinander stehen. Ana-
log ergibt die rechte Seite eine eigene Matrix B mit nur
einer einzigen Spalte. Nun betrachtet man die ursprüng-
liche linke Seite als Produkt der Koeffizientenmatrix A
mit einer Matrix X , welche nur eine Spalte und als Ein-
träge alle Unbekannten in derselben Reihenfolge wie in
den Zeilen von A enthält. Damit ist die Aufgabe auf das
Lösen der einzelnen Gleichung A ∗ X = B zurück-
geführt.

Abbildung 8: Gleichungssystem mittels Matrizen.

Dazu multipliziert man von links – die Matrizen-
multiplikation ist nicht kommutativ – mit dem multipli-
kativen Inversen der Matrix A, welches GeoGebraCAS
mit Invertiere[A] berechnet, und erhält das Ergebnis
des gesamten Gleichungssystems.

Abbildung 9: Lösung des Gleichungssystems.

Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Artikel wurde kurz die Entwicklungsge-
schichte der CAS Ansicht in GeoGebra zusammenge-
fasst und der aktuelle Stand anhand einiger konkre-
ter Anwendungsbeispiele illustriert. Mit GeoGebra 4.2
steht nun die erste offizielle Version der CAS Ansicht
zur Verfügung und wir hoffen auf zahlreiche Rück-
meldungen und Anregungen für die Weiterentwicklung
über unser Nutzerforum5. In Zukunft sollen insbesonde-
re ein einfach zu bedienender Formeleditor für die Ein-
gabe ergänzt und die Möglichkeiten des dynamischen
3D Grafikfensters von GeoGebra 5 für die CAS Ansicht
genützt werden, etwa zur Darstellung von Funktionen
in zwei Variablen. Weiterhin sind auch GeoGebra Ver-
sionen mit CAS Ansicht auf HTML5 Basis geplant, die
dann in Browsern ohne Java-Unterstützung funktionie-
ren sollen - inkl. mobiler Geräte wie Tablets und Smart-
phones.
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Computeralgebra in der Lehre

Parameterbehaftete lineare Gleichungssysteme in
der Hochschullehre: Das Austauschverfahren
Ludwig Paditz
(HTW Dresden)

paditz@informatik.htw-dresden.de

Einleitung

In der Mathematikausbildung an der Hochschule für
Technik und Wirtschaft in Dresden werden seit eini-
gen Jahren Taschencomputer mit Computeralgebrasys-
tem (CASIO Classpad 330) in der Lehre eingesetzt. Auf
der Basis dieser Erfahrungen wird in diesem Beitrag am
Beispiel von linearen Gleichungssystemen aufgezeigt,
welche zusätzlichen Aspekte beim Einsatz von CAS-
Taschencomputern zu berücksichtigen sind.

In vielen Anwendungsaufgaben spielen lineare
Gleichungssysteme eine wichtige Rolle. Manchmal
werden auch nichtlineare Probleme linearisiert und
durch lineare Gleichungssysteme näherungsweise be-
schrieben. Oftmals findet man in numerischen Algorith-
men lineare Gleichungssysteme wieder.

Gleichungssysteme können als Einzelgleichungen
oder als eine Vektorgleichung (Linearkombination von
Vektoren) bzw. als Matrixgleichung notiert werden.

Ein bekanntes Lösungsverfahren ist der Gauß-
Algorithmus, welcher das Ausgangssystem in eine Zei-
lenstufenform überführt. Durch Rückrechnung findet
man dann die Lösung.

Mit entsprechenden Software-Befehlen, z. B. ref
bzw. rref des ClassPad330, können anhand der Aus-
gangsdaten des Systems sofort die Dreiecksgestalt bzw.
Diagonalgestalt des Systems dargestellt und die Lösung
abgelesen werden.
Probleme ergeben sich hierbei, wenn einzelne Daten des
Systems unbekannt und als Parameter vorgegeben wer-
den. ref bzw. rref und auch rank zur Rangbestimmung
einer Matrix waren zunächst rein numerische Befehle
außerhalb des CAS und wurden dann einfach als CAS-
Befehle übernommen und können nicht entsprechend
auf Parameter reagieren. Damit kommt es zu fehlerhaf-
ten Ergebnissen, da in parameterbehafteten Problemen
oftmals Fallunterscheidungen erforderlich werden, um
eine eindeutige oder eine mehrdeutige oder gar keine
Lösung des Systems zu haben. Ebenso kann der Rang
einer Matrix parameterabhängig sein.

Eduard Stiefel (ETH Zürich, 1909–1978) publizier-
te vor ca. 50 Jahren ein Einzelschrittverfahren, welches
als Austauschverfahren in die Literatur eingegangen ist.
Das Austauschverfahren erzeugt aus dem Ausgangssys-
tem schrittweise äquivalente Systeme, die eine einfache-
re Gestalt bekommen und die sofort eine Fallunterschei-
dung erkennen lassen.
Je nach Parameterwahl kann im erhaltenen äquivalenten
Endsystem dann sofort die zugehörige Lösung abgele-
sen werden.
Die Anzahl der möglichen Austauschschritte entspricht
übrigens dem Rang der betrachteten Matrix.

Ein Austauschschritt wird über das zu wählende
Pivot-Element abgewickelt. Das ist ein von Null ver-
schiedener Koeffizient in der Koeffizientenmatrix des
Systems, um ein vereinfachtes äquivalentes System zu
generieren. Das Pivot ist sozusagen der Dreh- und An-
gelpunkt für den Austauschschritt und kann vom An-
wender per Hand frei gewählt werden. Das Pivot muss
von Null verschieden sein.

In den folgenden Abschnitten werden die oben ge-
nannten Befehle ref , rref und rank diskutiert und an-
schließend die vom Autor programmierten LinEqSys-
und AVRank-Funktionen vorgestellt, die auf dem Aus-
tauschverfahren beruhen.
Das Austauschverfahren kann natürlich auch auf pa-
rameterfreie Systeme angewendet werden und ist aus
Sicht des Autors effektiver als der Gauß-Algorithmus.

ref, rref und rank
Wir betrachten als Beispiel das folgende einfache Sys-
tem mit einem Parameter t.

3x+ 2y + tz = 0 (1)
0x+ 1y − 4z = −1 (2)
1x+ 3y + 0z = 1 (3)
−1x+ 0y + 2z = 1 (4)
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Wir speichern die Gleichungen unter den Namen G1
bis G4 im ClassPad (OS 03.06.1000) ab und nutzen die
dort im CAS vorhandenen Lösungsbefehle.

Abbildung 1

rref und rank deuten auf ein nichtlösbares System
hin. ref ist im Fall t = −14/3 nicht erklärt.
Mit ref(Ab|t = −14/3) ergibt sich jedoch auch hier ein
Widerspruch in der letzten Zeile.

Damit erhalten wir über das CAS die Nichtlösbar-
keit des Systems für alle t.

Wir nutzen jetzt die spezielle Eingabemaske für
Gleichungssysteme mit 4 Gleichungen und den Unbe-
kannten x, y, z, u, wobei u die vierte (fiktive) Unbe-
kannte sei:

Abbildung 2

Bei unterschiedlicher Reihenfolge der Einzelglei-
chungen ergeben sich plötzlich unterschiedliche Lösun-
gen:
{G4, G2, G3, G1} ergibt eine von t unabhängige ein-
deutige Lösung für x, y, z.
{G1, G2, G3, G4} und {G4, G2, G1, G3} ergeben t-
abhängige Lösungen, wobei die Fälle t = 28 bzw.
t = −14 noch extra zu untersuchen wären.

Im Fall t = 28 gibt es keine Lösung, ebenso im Fall
t = −14.

Nutzen Lernende kritiklos diese CAS-Befehle,
kommen sie in der Regel zu einer falschen Lösung und
erkennen die Abhängigkeit der Lösung von der Parame-
terwahl nicht.

Auch andere Geräte zeigen entsprechendes Verhal-
ten. Wir betrachten die Situation mit dem TI-voyage200
(OS 3.10) und beginnen mit rref:

Abbildung 3

Hier verschwindet der Parameter ebenfalls und man
erhält kein t-abhängiges Ergebnis.

Ähnlich unbefriedigend ist die Situation mit
ref(ab):

Abbildung 4

Ähnliche Feststellungen macht man mit Mathemati-
ca oder Maple und TI-NspireCAS. Auch hier sind ent-
sprechende CAS-Befehle vorhanden, die jedoch nicht
zu einer Fallunterscheidung führen. Z. B.

Maple 15: Sei Ab wieder die oben eingeführte er-
weiterte Matrix.

> with(LinearAlgebra)
> GaussianElimination(Ab)




3 2 t 0

0 1 −4 −1

0 0 −1
3 t+

28
3

10
3

0 0 0 5t
t−28




> ReducedRowEchelonForm(Ab)



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




> Rank(Ab)

4

Mathematica 8: Vgl. die Befehle RowReduce[. . .]
und MatrixRank[. . .].

LinEqSys und AVRank
Wir untersuchen das obige Beispiel mit dem Austausch-
verfahren und gehen von folgender Darstellung aus. Die
rechten Seiten der Gleichungen werden dazu subtra-
hiert.

y1 := 3x+ 2y + tz − 0 = 0

y2 := 0x+ 1y − 4z + 1 = 0

y3 := 1x+ 3y + 0z − 1 = 0

y4 := −1x+ 0y + 2z − 1 = 0
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Das Ausgangssystem ist dann in der erweiterten Daten-
matrix ST (mit vorzeichenverkehrter rechten Seite) ent-
halten (ST = Starttabelle). Die Zeilen werden mit y1
bis y4 bezeichnet (Hilfsvariablen, die ursächlich Nullen
beinhalten). Wir nutzen LinEqSys.
Zuerst wird z. B. der Koeffizient −1 6= 0 als Pivot
gewählt, Koordinaten sind 4, 1 (4. Zeile, 1. Spalte), d. h.
y4 und x werden ausgetauscht und das äquivalente Sys-
tem hat die Gestalt T1:

y1 = 2y + (t+ 6)z − 3 = 0

y2 = 1y − 4z + 1 = 0

y3 = 3y + 2z − 2 = 0

x = 0y + 2z − 1

Abbildung 5

Nun wird z. B. der Koeffizient 1 6= 0 als Pivot
gewählt, Koordinaten sind 2, 1 (2. Zeile, 1. Spalte in
T1), d. h. y2 und y werden ausgetauscht und das äqui-
valente System hat die Gestalt T2:

y1 = (t+ 14)z − 5 = 0

y = 4z − 1

y3 = 14z − 5 = 0

x = 2z − 1

Abbildung 6

Abschließend wird z. B. der Koeffizient 14 6= 0 als
Pivot gewählt, Koordinaten sind 3, 1 (3. Zeile, 1. Spal-
te in T2), d. h. y3 und z werden ausgetauscht und das
äquivalente System hat die Gestalt T3 = ET (Endta-

belle, alle Variablen x, y, z sind ausgetauscht):

y1 =
5t

14
= 0

y =
3

7

z =
5

14

x =
−2
7

Die verbliebene y1-Zeile ist genau im Fall t = 0 wider-
spruchsfrei, d. h. im Fall t = 0 gibt es eine eindeutige
Lösung, andernfalls ist das äquivalente System ET wi-
derspruchsvoll (y1 nicht Null) und es gibt keine Lösung.

Durch den Austausch kommen y4, y2 und y3 in die
Kopfzeile, so dass die unter diesen Variablen stehenden
Spalten weggelassen werden.

Können nicht alle Variablen x, y, z getauscht wer-
den, weil kein entsprechendes Pivot mehr zur Verfügung
steht, können nichtgetauschte Variablen frei gewählt
werden, sofern das äquivalente System ansonsten wider-
spruchsfrei ist.

Wir kommen jetzt zur Rangbestimmung mit
AVRank. Hier werden nur die möglichen Aus-
tauschschritte gezählt. Dadurch können die Tabellen
T1, T2, . . . noch weiter verkürzt werden. Während Lin-
EqSys nur mit Spaltentilgung arbeitet, ist die Rang-
bestimmung mit AVRank noch effektiver: Es wird mit
Zeilen- und Spaltentilgung gearbeitet:

Abbildung 7

Abbildung 8
Die hier dargestellten neuen Verfahren wurden vom

Autor sowohl für den ClassPad als auch für die aktu-
ellen TI-Rechner (TI-89, TI-voy200, TI-NspireCAS)
programmiert.
Es bleibt zu hoffen, dass diese Prozeduren irgendwann
in die aktualisierten Betriebssysteme dieser Rechner
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übernommen werden. Der Algorithmus zum Austausch-
verfahren ist in der unten angegebenen Literatur [2-7]
zu finden.

Programme zum Download findet man unter folgen-
dem Link:
www.htw-dresden.de/˜paditz/Rank_LinEqSys.zip

und
www.informatik.htw-dresden.de/˜paditz/Nspire-LinEqSys.

zip
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Berichte über Arbeitsgruppen

Arbeitsgruppe Algebra und Zahlentheorie,
Institut für Mathematik der Carl von Ossietzky Universität Oldenburg

Florian Heß (Oldenburg)

Die Arbeitsgruppe Algebra und Zahlentheorie wird
durch drei Professuren vertreten und besteht darüberhin-
aus gegenwärtig aus einem Postdoc sowie acht Dokto-
randen. Zu den Professoren zählen der schon langjährig
an der Universität Oldenburg tätige Heinz-Georg Queb-
bemann sowie Andreas Stein und Florian Heß, welche
in 2008 beziehungsweise 2010 nach Oldenburg berufen
wurden.

Die wissenschaftlichen Schwerpunkte der Arbeits-
gruppe liegen in Algebra, Zahlentheorie und arithmeti-
scher Geometrie, wobei insbesondere Algorithmen und
Anwendungen in Kryptographie und Codierungstheorie
sowie der Einsatz von Computeralgebra im Vordergrund
stehen. Die Schwerpunkte der Forschungsausrichtung
liegen bei F. Heß und A. Stein auf globalen Körpern,
algebraischen Kurven, jacobischen und abelschen Va-
rietäten sowie Anwendungen, insbesondere in der Kryp-
tographie. Bei H.-G. Quebbemann stehen Gitter, Modul-
formen und Codes im Zentrum des Interesses.

Zu den aktuellen Themen in der Gruppe von Heß
zählen unter anderem Fragestellungen zu Tate- und
Weilpaarungen, zu Klasseninvarianten in der komple-
xen Multiplikation, zu Zetafunktionen von Kurven über
endlichen Körpern und zu rationalen Punkten von Kur-
ven über globalen Funktionenkörpern. Hierbei wer-
den die ersten drei Themen durch Anwendungen in
der Kryptographie motiviert, und die letzten drei The-
men sind auch für rein zahlentheoretische Untersuchun-
gen relevant, zum Beispiel für die Untersuchung der
Nullstellenverteilung von Zetafunktionen ähnlich Katz-
Sarnak oder für die Verifikation der Vermutung von
Birch und Swinnerton-Dyer in speziellen Fällen. Des-
weiteren wird das Inversionsproblem abelscher Inte-
grale im Hinblick auf Fragestellungen aus der Physik

untersucht. Gemeinsame Projekte im Bereich Compu-
teralgebra bestehen mit Anne Frühbis-Krüger (Hanno-
ver, DFG-Schwerpunkt zur Computeralgebra) zu arith-
metischen Flächen sowie mit Ferruh Özbudak (Ankara,
BMBF) zur kurvenbasierten Kryptographie.

In der Gruppe von Stein werden aktuell Fragestel-
lungen in den folgenden Themenbereichen untersucht:
Die effiziente Berechnung von Invarianten algebraischer
Funktionenkörper, die Verteilung der Nullstellen der Ze-
tafunktion von Zahl- und Funktionenkörpern sowie Kur-
ven, die Arithmetik von abelschen Varietäten kleiner
Dimension mit komplexer Multiplikation, die Torsions-
struktur abelscher Varietäten über Zahlkörpern, Punkt-
und Rangzahlen abelscher Varietäten über endlichen
Körpern, Isogeniegraphen supersingulärer Kurven so-
wie der Einsatz von spezieller Hardware für kryptogra-
phische Algorithmen. Kooperationen außerhalb Olden-
burgs bestehen mit Manfred Lochter (Bundesamt für Si-
cherheit in der Informationstechnologie), sowie Micha-
el Jacobson, Renate Scheidler, Hugh Williams (Calga-
ry, Canada) und Steven Galbraith (Auckland, New Zea-
land).

Bei den genannten Forschungsthemen werden in
der Arbeitsgruppe neben theoretischen Überlegungen
konkret auch Computeralgebrasysteme eingesetzt und
weiterentwickelt, und zwar insbesondere Magma, Kant,
Maple und Singular. Hierbei geht es zum einen um die
Implementierung und den Test neuentwickelter Algo-
rithmen. Zum anderen werden diese Algorithmen dann
auch experimentell zum Einsatz gebracht, um Einsicht
in (vermutete) theoretische Gesetzmäßigkeiten zu erlan-
gen. Neben der Forschung kommen Computeralgebra-
systeme aber auch in der Lehre und der Lehrerausbil-
dung zum Einsatz.
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Besprechungen zu Büchern der Computeralgebra

Victor Shoup
A Computational Introduction to
Number Theory and Algebra1

Second edition, Cambridge University Press, Cambridge, 2009,

xviii+580 pp., ISBN 978-0-521-51644-0, £39,00

In recent decades, algebra and number theory have as-
sumed an increasingly important role in communica-
tions and other fields of application. This is a surpris-
ing development, given that these fields of mathematics
were once considered very pure and far away from the
“real world”. However, in order to connect the “pure”
theory to its applications, one needs to develop it to-
gether with its computational aspects. This is what Vic-
tor Shoup’s book does.

The book may be seen as a hybrid between two types
of books which abound on the market: books on ab-
stract algebra and number theory on the one hand, and
books on computer algebra on the other. It is clear that
such a hybrid book cannot be as comprehensive as any
of the pure types. But including computational aspects
and applications gives the theory a much richer context
and thus provides a better motivation for readers. It also
changes the flavor of the material: There is a difference
between just learning that for an integer, there exists an
inverse modulo some coprime integer, or learning how
to compute this inverse by means of Euclid’s algorithm.

The choice of material covered by the books seems
to be guided by applications to cryptography (while cod-
ing theory plays a rather marginal role in the book).
Therefore the focus of interest lies on integer arithmetic
and on the arithmetic of the residue class rings of inte-
gers. Topics covered by the book that relate to integer
arithmetic include the distribution of primes, probabilis-
tic primality testing, and the recent deterministic primal-
ity testing algorithm by Agraval, Kayal, and Saxena.
The latter, which is treated in the last chapter, is espe-
cially welcome, and certainly a culmination point of the
book. Topics related to modular arithmetic include the
discrete logarithm problem, quadratic reciprocity, and
finite fields. Moreover, polynomial arithmetic and field
extensions are treated in the book, and there are general
chapters on abelian groups and commutative rings. So
after having read this book, students will master a fair

amount of abstract algebra.
The subject matter is presented in a very thorough

way. For instance, the presentation of probabilistic algo-
rithms is preceded by an introductory chapter on proba-
bility distributions. The book also devotes two sections
to machine models and complexity theory. Detailed and
clear proofs are given for (almost) all results. The mate-
rial is very well organized: definitions, results, and their
interrelations fit together perfectly. This thoroughness
explains (and justifies) that the book is rather long (al-
most 600 pages) while it does not cover that much ma-
terial.

The book assumes very little mathematical back-
ground in terms of knowledge, but it does assume some
mathematical experience. The audience will consist
mostly of graduate and upper-division undergraduate
students in mathematics or computer science. The book
is especially attractive to students with a background or
interest in computer science. On the other hand, stu-
dents who already have a background in abstract algebra
can benefit greatly from this book by skipping some of
the parts where algebraic theory is introduced. The use
of the book as a textbook for graduate or undergraduate
courses may be somewhat limited due to its length and
due to its hybrid nature. But it is highly suitable for self
study.

The suitability of the book for self-study is greatly
enhanced by a wealth of exercises and examples that are
provided. The focus of the examples and exercises lies
on quantity rather than on difficulty. For example, Chap-
ter 8 has 61 examples and 72 exercises. In my under-
standing of teaching mathematics, this is a strength: For
getting a good grasp of the material, it helps students
more to do a lot of exercises of moderate difficulty than
to do a few very difficult ones. Last but not least, the
book is very well-written, and it is a pleasure to read it.

Gregor Kemper (München)

Weitere Bücher können auf der Seite http://www.fachgruppe-computeralgebra.de/Buecher oder direkt bei
Anne Frühbis-Krüger (fruehbis-krueger@math.uni-hannover.de) zur Besprechung angefordert werden.

1This review has originally appeared in Mathematics of computation, Volume 79, Number 270, April 2010, Pages 1231–1232, and is
reprinted with kind permission of the American Mathematical Society.
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Promotionen in der Computeralgebra

Maximilian Boy: On the Second Class Group of Real
Quadratic Number Fields
Betreuer: Gunter Malle (Kaiserslautern)
Zweitgutachter: Jürgen Klüners (Paderborn)
Februar 2012
https://kluedo.ub.uni-kl.de/frontdoor/
index/index/docId/2885

Zusammenfassung:
This thesis generalizes the Cohen-Lenstra heuristic for

the class groups of real quadratic number fields to higher class
groups. A “good part” of the second class group is defined. In
general this is a non abelian proper factor group of the second
class group. Properties of those groups are described, a proba-
bility distribution on the set of those groups is introduced and
proposed as generalization of the Cohen-Lenstra heuristic for
real quadratic number fields. The calculation of number field
tables which contain information about higher class groups is
explained and the tables are compared to the heuristic. The
agreement is close. A program which can create an internet
database for number field tables is presented.

Christian Eder: Signature-based algorithms to compute
standard bases
Betreuer: Gerhard Pfister (Kaiserslautern)
Zweitgutachter: Vladimir Gerdt (Dubna)
April 2012
http://www.mathematik.uni-kl.de/˜ederc

Zusammenfassung:
Standard bases are one of the main tools in computational

commutative algebra. In 1965 Buchberger presented a crite-
rion for such bases and thus was able to introduce a first ap-

proach for their computation. Since the basic version of this
algorithm is rather inefficient due to the fact that it processes
lots of useless data during its execution, active research for
improvements of those kind of algorithms is quite important.

In this thesis we introduce the reader to the area of com-
putational commutative algebra with a focus on so-called
signature-based standard basis algorithms. We do not only
present the basic version of Buchberger’s algorithm, but gi-
ve an extensive discussion of different attempts optimizing
standard basis computations, from several sorting algorithms
for internal data up to different reduction processes. After-
wards the reader gets a complete introduction to the origin of
signature-based algorithms in general, explaining the under-
lying ideas in detail. Furthermore, we give an extensive dis-
cussion in terms of correctness, termination, and efficiency,
presenting various different variants of signature-based stan-
dard basis algorithms.

Whereas Buchberger and others found criteria to discard
useless computations which are completely based on the po-
lynomial structure of the elements considered, Faugère pre-
sented a first signature-based algorithm in 2002, the F5 Al-
gorithm. This algorithm is famous for generating much less
computational overhead during its execution. Within this the-
sis we not only present Faugère’s ideas, we also generalize
them and end up with several different, optimized variants of
his criteria for detecting redundant data.

Being not completely focussed on theory, we also pre-
sent information about practical aspects, comparing the per-
formance of various implementations of those algorithms in
the computer algebra system SINGULAR over a wide range of
example sets.

In the end we give a rather extensive overview of recent
research in this area of computational commutative algebra.

Berichte von Konferenzen

1. Symbolic Computation and its Applications
Aachen, 17.–20. Mai 2012

http://www.computeralgebra.de/SCA2012

The second conference “Symbolic Computation and its Ap-
plications” was organized by Lehrstuhl D für Mathematik,
RWTH Aachen. This conference, as well as the first one
which was held in Maribor, Slovenia in 2010, was desi-
gned to discuss new developments in the theory of symbolic

and symbolic-numeric computation, algorithms and softwa-
re oriented to enhancing their applicability to modern pro-
blems of science and engineering.

Among the 32 speakers, there were 8 speakers from Ger-
many, 6 from France, 5 from Spain, 3 from Austria, 2 from
Russia, and one each from Canada, Emirates, Japan, Slove-
nia, Sweden, UK, Ukraine, and USA.

16 talks presented at the conference were devoted to investi-
gation and improvement of computer algebra algorithms for
symbolic summation, primary decomposition of polynomial
ideals, construction of solutions to polynomial systems, ordi-
nary differential and difference equations, partial differential
equations, integro-differential operator equations, for matri-
ces whose entries are Ore polynomials, for fuzzy ideals over
non-commutative rings, for Lie algebras. In 3 talks, the latest
versions of computer algebra software systems Maple 16 and
Sage as well as the Maple package Isolde for solving line-
ar functional systems were presented and their new features
were discussed. In 8 talks, the applications of computer alge-
bra methods, algorithms and software were given for solving
real problems in biology, applied dynamical systems, nonli-
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near and non-commutative problems in mathematical phy-
sics, in fuzzy logic and in numerical analysis. In 5 talks, the-
re were presented and discussed some unsolved computatio-
nal problems in the theory of D-modules, algebraic analysis,
non-commutative algebra, theory of Lie groups, detection of
the Hopf bifurcations and oscillations in multidimensional
dynamical systems.

All talks were well attended and intensively discussed by the
participants of the conference.

Vladimir P. Gerdt (Dubna, Russia)

2. WMC 2012 – Workshop on Mathematical
Cryptography und SCC 2012 – Third Int. Con-
ference on Symbolic Computation and Crypto-
graphy
Castro-Urdiales, Spanien, 9.–13. Juli 2012

http://scc2012.unican.es

Direkt im Anschluss an den Workshop on Mathematical
Cryptology vom 9.-11.7.2012 fand am International Center
for Mathematical Meetings (CIEM) in Castro-Urdiales (Spa-
nien) die nach Beijing 2008 und Egham 2010 dritte Ausga-
be der Konferenz Symbolic Computation and Cryptography
(SCC) statt.

Mit ca. 60 Teilnehmern und insgesamt 36 Vorträgen deckte
die Workshop/Konferenz Kombination ein weites Spektrum
der mathematischen Kryptologie ab: die Themen reichten
von Methoden der diskreten Mathematik (Gitter, Learning
with Errors, Codes) über die bekannten zahlentheoretischen
Ansätze (RSA, hyperelliptische Kurven, diskreter Logarith-
mus) bis hin zur Computeralgebra (multivariate PKC, alge-
braische Angriffe, Fehlerangriffe).

Ein besonderes Highlight war der Vortrag “Untangling Attri-
bution: Understanding the Requirements for Network Attri-
bution” von Susan Landau, in dem die politische und recht-
liche Dimension der Kryptographie am Beispiel der Anony-
mität im Internet aufgezeigt und an realen Fällen aus der Pra-
xis lebhaft illustriert wurde. Weitere Hauptvorträge wurden
von Nadia Heninger (Microsoft Research), Éric Schost (Lon-
don/Ontario) und Damien Stehlé (ENS Lyon) gehalten.

Die Konferenz war von Jean-Charles Faugère (Inria/Frank-
reich) und dem lokalen Team um Jaime Gutierrez (Santan-
der/Spanien) hervorragend organisiert, und auch das etwas
wechselhafte Wetter lenkte nicht von der inhaltsreichen Ta-
gung ab. Ein Tagungsband wird in einem speziellen Heft des
Journal of Symbolic Computation erscheinen.

Martin Kreuzer (Passau)

3. 37th International Symposium on Symbolic
and Algebraic Computation (ISSAC)
Grenoble, Frankreich, 22.–25. Juli 2012

http://www.issac-conference.org/2012

Die diesjährige ISSAC-Konferenz wurde vom 22. bis zum
25. Juli in Grenoble abgehalten und stand unter der orga-
nisatorischen Leitung von Joris van der Hoeven (General
Chair), Mark van Hoeij (Program Committee Chair) und
Jean-Guillaume Dumas (Local Arrangement Chair). Un-
terstützt wurde die Tagung von mehreren Sponsoren, von de-
nen insbesondere die französische Organisation INRIA für
ihren besonders großzügigen Beitrag hervorgehoben werden
sollte. Im Anschluss an die Konferenz wurden zwei weitere
Workshops angeboten, nämlich MaGiX am 26.–27. Juli und
CaCoS am 26. Juli.

Traditionell wurde die Tagung mit einem Tutorientag
eröffnet, welcher diesmal von Agnes Szanto (North Caro-
lina State University) organisiert wurde. Es sprachen Pascal

Koiran (ENS de Lyon) über “Upper bounds on real roots and
lower bounds for the permanent”, Seth Sullivant (North Ca-
rolina State University) über “Algebraic statistics” und der
Autor dieser Zeilen über “Elements of computer algebraic
analysis”. Alle Tutorien waren gut besucht und liefen in ei-
ner diskussionsfreundlichen Atmosphäre ab.

Die Höhepunkte der drei folgenden Konferenztage bildeten
jeweils die Vorträge der drei eingeladenen Sprecher: Frits
Beukers (University of Utrecht) trug über “Hypergeometric
functions: computational aspects” vor, Volker Strassen (eme-
ritiert) über “Asymptotic spectrum and matrix multiplicati-
on”, sowie Marie-Françoise Roy (University of Rennes) über
“Complexity of deciding connectivity in semi-algebraic sets:
recent results and future research directions”.

Aber auch das weitere Programm war mit insgesamt 46 Vor-
trägen, 8 Software-Präsentationen, Präsentationen von In-
dustriepartnern und mehreren Slots für Posterpräsentationen
reichlich gefüllt und interessant.

Das Konferenzdinner gab der Veranstaltung einen angemes-
senen Rahmen, angefangen mit einer Gondelfahrt zur Burg
Bastille, welche auf dem gleichnamigen Berg über Greno-
ble mit den Flüssen Isère und Drac thront. Das Abendes-
sen mit vielen Spezialitäten aus der Region wurde anschlie-
ßend im Restaurant du Téléphérique serviert. Die Preisver-
leihungen waren ein Höhepunkt des Abends und trugen zur
gemütlichen Atmosphäre bei.

Es wurde beschlossen, dass die ISSAC 2014 in Kobe, Ja-
pan, stattfinden soll, und sie wurde bereits als Satellitenkon-
ferenz zum International Congress of Mathematicians (ICM
2014, 13.–21. August 2014, Seoul, Südkorea) gemeldet. Die
nächste ISSAC-Tagung 2013 wird an der Northeastern Uni-
versity in Boston, USA, abgehalten.

Viktor Levandovskyy (Aachen)

4. Computer Algebra in Scientific Computing
(CASC 2012)
Maribor (Slowenien), 3.–6. September 2012

http://www14.in.tum.de/konferenzen/

CASC2012/

Vom 3. bis zum 6. September 2012 fand der 14. International
Workshop on Computer Algebra in Scientific Computing in
Maribor in Slowenien statt, in hervorragender Weise vor Ort
organisiert von Prof. V. Romanovski vom Center for Applied
Mathematics and Theoretical Physics (CAMTP) der Univer-
sität Maribor, zusammen mit M. Petkovšek (Ljubljana) und
M. Robnik (Maribor). Maribor ist übrigens Kulturhauptstadt
des Jahres 2012.

Wie in vergangenen Jahren deckte die Tagung, die einer
besonderen Zusammenarbeit zwischen Staaten der ehema-
ligen Sowjetunion (GUS) und Deutschland entsprang und
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eigentlich abwechselnd in GUS-Ländern bzw. in Deutsch-
land stattfindet, dieses Mal aber, mit Blick auf die rege ein-
schlägige Forschungsaktivität am CAMTP, ausnahmsweise
in Slowenien geplant wurde, einen weiten Themenbereich
ab.

Die Tagung umfasste 28 reguläre Vorträge, zwei eingeladene
Präsentationen und eine kleine Poster Session.

Wie schon bei früheren CASC-Tagungen lag ein klarer
Schwerpunkt bei Differential- und Differenzengleichungen
bzw. Dynamischen Systemen mit Anwendungen in der Phy-
sik. Eine Reihe von Vorträgen befasste sich mit der Unter-
suchung und Lösung von durch (gewöhnliche) Differenti-
algleichungen modellierten Problemen, z. B. für biochemi-
sche Reaktionsnetzwerke oder Normalformen der Lösung
der Euler-Poisson-Gleichungen, oder etwa der Stabilität ”ge-
schalteter“ Systeme linearer Differentialgleichungen.

Auch wurden z. B. neue Algorithmen für die Lösung des
Randwertproblems für die Schrödinger-Gleichung in zylin-
drischen Koordinaten oder für Navier-Stokes in 3D gezeigt.

Natürlicherweise spielten Anwendungen symbolischer Be-
rechnung eine große Rolle, etwa bei der Stabilitätsunter-
suchung eines (eingeschränkten) 4-Körper-Problems der
Himmelsmechanik oder eines Gyroskop-Systems mit vier
Freiheitsgraden.

Aber auch klassische Fragestellungen der Computeralgebra
kamen zu Wort, mit Themen wie: Berechnung (verschiede-
ner Typen) von Gröbnerbasen, Berechnung der Jacobson-
Form von Matrizen oder von Ore-Polynomen, die Inversi-
on on Polynommatrizen, oder innovative Ansätze für so ele-
mentare Probleme wie die Berechnung der dritten Potenz
einer (sehr großen) natürlichen Zahl oder die effiziente Be-
rechnung der Potenzen eines Polynoms in ”dünner“ Darstel-
lung.

In den beiden eingeladenen Vorträgen behandelte zunächst
K. Yokoyama das Problem der effizienten Berechnung von
Operationen auf Polynomidealen mittels modularer Metho-
den, insbesondere die Berechnung von Gröbnerbasen und
von (reduzierten) Normalformen von Polynomen. Der zwei-
te eingeladene Vortrag, von G. Kemper, gab einen interessan-
ten Überblick über Invariantentheorie mit Anwendungen in
Bereichen wie Graphentheorie, Computer Vision und Kodie-
rungstheorie, und er diskutierte auch den aktuellen Stand der
Algorithmenentwicklung in diesem Querschnittsgebiet.

Das gesamte Programm der Tagung ist auf der Webseite
http://www14.in.tum.de/konferenzen/CASC2012/program.html

zu finden, die Online-Version der Proceedings (LNCS 7442)
steht auf
http://www.springerlink.com/content/978-3-642-32972-2/

zur Verfügung.

Ernst W. Mayr (München)

5. Herbsttagung des Arbeitskreises Mathematik-
unterricht und Informatik 2012 und Tagung

”Computeralgebra in Lehre, Ausbildung und-
Weiterbildung“ der Fachgruppe Computeral-
gebra
Soest, 28.–30. September 2012

http:didaktik-der-mathematik.de/ak/mui

Vom 28. bis zum 30. September fand die Herbsttagung des
Arbeitskreises Mathematikunterricht und Informatik (AK
MU&I) der Gesellschaft für Didaktik der Mathematik wie
in den letzten Jahren gemeinsam mit der Tagung ”Com-
puteralgebra in Lehre, Ausbildung und Weiterbildung“ der
Fachgruppe Computeralgebra in Soest statt. Die Tagung des
Arbeitskreises dient jenen, die sich mit der Rolle der In-
formatik im Mathematikunterricht und speziell dem Ein-
satz von digitalen Werkzeugen im Mathematikunterricht so-
wie den entsprechenden Auswirkungen in methodischen, di-
daktischen, mathematischen und auch politischen Bereichen
befassen. Die Tagung feierte in diesem Jahr ihr dreißigs-
tes Jubiläum, und man stellte sich aus diesem Anlass die
Frage ”Quo vadis?“. Einige Teilnehmer erinnerten auch in
Vorträgen an die Anfänge des Arbeitskreises und die Ent-
wicklung im Laufe der vergangenen Jahre. Prof. Dr. Jo-
chen Ziegenbalg hielt den ersten Hauptvortrag zum Thema
Informatik-affine Themen in der Didaktik der Mathematik
und gab darin eine kurze historische Skizze des Arbeitskrei-
ses. Er erinnerte auch an fundamentale Ideen und Prinzipi-
en und stellte die Frage, was speziell an Informatik-Themen
bildungsrelevant ist. Hierbei fasste er das Programmieren
weit und stelle es auch als Ziel des Mathematikunterrichts
heraus. Im zweiten Hauptvortrag [Mehr als] 30 Jahre AK
MU&I – Mathematik? Unterricht? Informatik? gaben Hans-
Jürgen Elschenbroich und Henning Körner eine persönliche
Rückschau auf ihren Einstieg und die Zeit im AK MU&I
und erinnerten sich daran, dass die Frage nach den Grund-
fertigkeiten in Mathematik auch ein Thema des AK MU&I
ist, obwohl man sie auf den ersten Blick nicht mit Informatik
oder Werkzeugeinsatz in Verbindung bringt. Prof. Dr. Rein-
hard Oldenburg (Frankfurt) blickte im Hauptvortrag Infor-
matik – Auch das noch?! Ein Reiseführer in die Zukunft
des AK MU&I der Zeit voraus. Er unterschied einerseits
zwischen Mediendidaktik und Medienkunde, differenzierte
andererseits den Computer als ”Numerikmaschine“, ”Sym-
bolikmaschine“ und ”Funktionsmaschine“. Am Beispiel der
Behandlung des Heron-Algorithmus mithilfe der Software
Scratch zeigte er die mögliche zukünftige Anwendung von
Computern im Mathematikunterricht auf. Neben weiteren
interessanten Sektionsvorträgen fand eine Podiumsdiskussi-
on statt, in der die Hauptvortragenden engagiert teilnahmen.
Die Diskussionsrunde wurde geleitet von Christoph Drösser
(Die Zeit), der neben der Moderation auch selbst einen kom-
petenten Einblick in die Mathematik und die Thematik des
Arbeitskreises zeigte.

Hannes Stoppel (Münster)
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Hinweise auf Konferenzen

1. ASCM 2012 – The Tenth Asian Symposium on
Computer Mathematics
Beijing, China, 26. – 28.10.2012

http://www.mmrc.iss.ac.cn/ascm/ascm2012

The Asian Symposium on Computer Mathematics (ASCM)
is a series of conferences which serve as a forum for partici-
pants to present original research, learn of research progress
and developments, and exchange ideas and views on doing
mathematics using computers.

ASCM 2012 is the tenth in the series. This conference fea-
tures three invited talks by the following speakers: Erich
Kaltofen (North Carolina State University, USA), Markus
Pueschel (ETH Zurich, Switzerland) and Josef Schicho (RI-
CAM, Austrian Academy of Sciences, Austria).

2. ECC 2012 – The 16th Workshop on Elliptic
Curve Cryptography
Queretaro, Mexico, 28. – 31.10.2012

http://ecc2012.cs.cinvestav.mx/

ECC 2012 is the 16th in a series of annual workshops de-
dicated to the study of elliptic curve cryptography and rela-
ted areas. Over the past years the ECC conference series has
broadened its scope beyond elliptic curve cryptography and
now covers a wide range of areas within modern cryptogra-
phy.

3. Der XIV. Mathematica-Tag 2012
Berlin, Datum wird noch angegeben

http://www.ordinate.de/mathematicaTag.

htm

mathemas ordinate organisert regelmäßig seit 1998 den Ber-
liner Mathematica-Tag. Es trafen und treffen sich dabei an
Mathematica Interessierte. Ziel ist vor allem auch ein Erfah-
rungsaustausch der Teilnehmer.

4. AMS Special Session titled “Computational
Algebraic and Analytic Geometry for Low-
dimensional Varieties” at the Joint Mathema-
tics Meetings
San Diego, USA, 12.01.2013

http://jointmathematicsmeetings.org/

meetings/national/jmm2013/2141_intro

This session is devoted to algorithms and computational
techniques for algebraic curves, Riemann surfaces, algebraic
surfaces, and low-dimensional varieties. We are interested
in reports on algorithms to solve problems or on a signifi-
cant use of computational algebraic or analytic techniques to
obtain results. Algorithmic, algebraic, arithmetic, and analy-
tic aspects of curves and surfaces are appropriate topics. We
particularly encourage talks addressing connections between
these approaches.

5. MEGA 2013 – Effective Methods in Algebraic
Geometry
Frankfurt am Main, 3. – 7.06.2013
http://math.uni-frankfurt.de/mega2013/

MEGA is the acronym for Effective Methods in Algebraic
Geometry (and its equivalent in Italian, French, Spanish,
German, Russian, etc.). This series of biennial international
conferences, with the tradition dating back to 1990, is de-
voted to computational and application aspects of Algebraic
Geometry and related topics.
The conference will comprise invited talks, regular talks (ba-
sed on a competitive submission process), software presen-
tations, as well as a poster session.
Invited speakers are Lucia Caporaso (University Roma Tre),
Felipe Cucker (City University of Hong Kong), Bas Edix-
hoven (University of Leiden), Benjamin Nill (Case Western
Reserve University), Giorgio Ottaviani (University of Firen-
ze), Frank-Olaf Schreyer (University of Saarbrücken), Mar-
kus Schweighofer (University of Konstanz), Seth Sullivant
(North Carolina State University) and Rekha Thomas (Uni-
versity of Washington).

6. ISSAC 2013 – The 38th International Sympo-
sium on Symbolic and Algebraic Computation
Boston, USA, 26. – 29.06.2013
http://www.issac-conference.org/2013/

The International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation (ISSAC) is the premier conference for research
in symbolic computation and computer algebra. ISSAC 2013
is the 38th meeting in the series, started in 1966 and held
annually since 1981, in North America, Europe and Asia.
The conference presents a range of invited speakers, tuto-
rials, poster sessions, software demonstrations and vendor
exhibits with a centerpiece of contributed research papers.

7. Fq11 – The 11th International Conference on
Finite Fields and their Applications
Magdeburg, 22. – 26.07.2013
http://www.math.uni-magdeburg.de/˜fq11/

The 11th International Conference on Finite Fields and their
Applications will be held at Otto-von-Guericke University in
Magdeburg, Germany. Invited speakers are Anne Canteaut
(INRIA, France), Xiangdong Hou (University of South Flo-
rida, USA), Nicholas Katz (Princeton University, USA), Da-
niel Panario (Carleton University, Canada), Henning Stichte-
noth (Sabanci University, Turkey), Christopher Umans (Ca-
lifornia Institute of Technology, USA) and Geertrui van de
Voorde (Vrije Universiteit Brussel, Belgium).

8. CASC 2013 – 15th International Workshop on
Computer Algebra in Scientific Computing
Berlin, 9. – 13.09.2013
http://www14.in.tum.de/CASC2013/

Nährere Informationen finden Sie bald auf der Webseite.
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