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Algebraische Geometrie
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Spezielle Losungen

4 v-Vo—vAv+ %Vp =0 (Navier-Stokes)
% +V-(pv) = 0
Zylinderkoordinaten r, 6, z, p=1 (inkompressibler Fluss)

Ansatz:  v;(r,0,z) = fi(r)g:(0)hi(2), i=1,2,3

u € {v1,v2,v3},

(z,y) € {(r,0),(r,2),(0,2)}

PDE: Ul y — UglUy = 0,

eines der vielen einfachen Systeme der Thomas-Zerlegung:

_ (t+c2) F1(t) r (64ci)r
o(t,r,0,2) = (_ - 2(t+c2)’ TTes 70)7

p(t,1,0,2) = (t+co) In(r) By () — LE2LIO% | (1) 4 (64 1)) Ry (1)

2vIn(r) + ((94’61)2*%)7‘2
t+co 2(t+cg)? :

+ Fa(t) —
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1. Thomas-Zerlegung fur Differentialsysteme
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Systeme von linearen PDEs

0?%u ~Ou 0

oxdy Oy

oy Y bestimme:  u = u(x,y) analytisch
ou o _

ox2 oy

o (Du _ou\_ o (% _ou) _ Pu_ou _
Ox \ Oxdy oy Oy \ 0z2 oy ) — 0y? oy

2 x 2
u(x,y) = ao,0 +a1,0% + a0 1y + az0 Gy + a1 1y + Go2 5+ .-

Janet-Algorithmus bestimmt Vektorraum-Basis fiir Potenzreihenlosungen

(Maurice Janet, ~ 1920)
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Janet-Algorithmus

Uyy = 0 A
Ug,x — YUz,z = 0 B

ist aquivalent zu

Uy,y = 0 A
Ug,z — YUz,z = 0 B
Uy,z,2 = 0 %(53 - yag)A - %653
Ug,y,y = 0 9z A
Uz,z,2,2 = 0 104 — 298202 + y20h)A — L(0202 — 48202 +20,02)B
Ug,y,z,z = 0 108 —y9,02)A — $0,02B
Ug,z,2,2,2 = 0 %(82 - 2?/8282 + 928183)14 - %(8282 + yazaﬁf’f - 28281/83)3

3 frei wahlbar,

Taylor-Koeff. zu 1, z, y, =, 22, yz, xz, xy, 2°, 22, zyz, zz
alle anderen dadurch bestimmt (lineare Gleichungen)
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Polynomiale ODEs / PDEs

2
<(cil7:> — 4t CC% —4u+8t2 =0 bestimme:  u = u(t) analytisch

t? t3
u(t)=ao+art+ays +azg +...

Einsetzen und Koeffizientenvergleich:

a%—4a0=O apg:=0 = a1 =0
2@1@2—8&120
ajaz+a3—6ax+8=0 = (ag—2)(az—4)=0

Viele Fallunterscheidungen?
Thomas-Algorithmus  ~~  endlich viele sog. einfache Systeme

(Joseph Miller Thomas, ~ 1930)
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Algebraische Geometrie
L={pi(x1,..c,zn) =0, ..y pr =0, g1 #0, ..., gs #0 }
polynomiale Gleichungen (und Ungleichungen)
Sol(L) ={aeC"|pi(a) =0, gj(a) #0V4,j }
Umgekehrt sei S C C™.
Z(S) ={peClzy,....,zn] | p(a) =0Va e S}

Nullstellensatz (Hilbert, 1893) (fiir Gleichungen)

Sol
Radikalideale von C[zy,...,2,] =—————= Nullstellenmengen in C"
7

sind zueinander inverse Bijektionen.
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Differential-algebraische Geometrie

Differentialalgebra (Ritt, Kolchin, Seidenberg, ...)
Q C K Differentialkorper mit kommutierenden Derivationen 91, ..., 9,

Differentialpolynomring mit Derivationen 01, ..., O,

K{u} = K[0" - 0iru | i € (Z0)"] = K[ty Usyy oy Uz s Uzy 2y -]

K{u} nicht Noethersch (z.B. [v/u”, w’u",...] € K{u} nicht endl. erz.)

Satz. (Ritt-Raudenbush).
Jedes Radikal-Differentialideal von K{uy,...,u,,} ist endlich erzeugt,
ist Schnitt von endlich vielen Prim-Differentialidealen.

Satz. (Differentieller Nullstellensatz).

Jedes Radikal-Differentialideal I C K{u1,...,u,,} hat eine Lésung in
einer Diff.-Korpererweiterung von K. Verschwindet f € K{uj,...,umn}
auf allen Losungen von I, soist f € I.
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Thomas-Zerlegung fiir nicht-lineare PDEs

K{u} = K[u,Ug, Uy, - .., Ug g, Ug y, Uy, - -]  Differentialpolynomring
U< o< Uy < Uy < oo < Uyy < Ugy < Ugp < ... (ranking)
algebraische Reduktion: p= uiwy +...

— a2
gq=Cuzz,+...

P r=Cp=Uzay 4

differentielle Reduktion: p= Ut
g=cul,, +...

— _0q
Oy q = Tuy oy Yrzyy T

)
p == auwi,y P uiw,y,y "0y q
Reduktion verlangt: Initial ¢ 0 und Separante a 75 0
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Thomas-Zerlegung fiir nicht-lineare PDEs
R=K{uy,...,um}
Def.  Thomas-Zerlegung eines Differentialsystems S (oder Sol(5)):

Sol(S) = Sol(S1)W...wSol(S,), S; einfaches Differentialsystem

Satzz. S={p1=0,..,ps =0,q1 #0,...,q: # 0} einf. Diff.-System
E Differentialideal erzeugt von pq, ..., ps
q Produkt der Initiale und Separanten aller p;
Dann besteht
E:q* ={peR|q -peEfirenreZsy}=2Lgr(Sol(5))

aus allen Differentialpolynomen in R, die auf Sol(S) verschwinden.
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Thomas-Zerlegung

p=a3+ By + Dz + 3y +2y)z+3> =0

2 nicht-reelle Punkte \

Y

\
C

<
N

N
disc, (p) = y2(4 — 27y?)
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Thomas-Zerlegung

p=ax’+br+c=0, p € Q[z, ¢, b, al, r>c>b>a
ax?+bx+c = 0 2qx+b = 0 bx4+c = 0
dac—b*> # 0 dac—b> = 0 c =0
b #0 b =0
a # 0 a # 0 a =10 a =20
1 # T T1 = X9 T allez €Q

l6sen p(z) =0 fiir feste Wahl von a, b, ¢
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Thomas-Zerlegung

S:{p1:07 '~~7ps:07 q1 7&07 ceey Qt#o}
Def.  Thomas-Zerlegung eines Differentialsystems S (oder Sol(5)):
Sol(S) = Sol(S1) W...wSol(S,), S; einfaches Differentialsystem

Def. S st einfach, wenn

a) p1, ..., Ps, q1, ---, G haben paarweise verschiedene Leitvariablen,

(a)
(b) Leitkoeff. und Diskriminanten von p; und ¢; verschwinden nicht,
(¢) p1, ..., ps bilden passives PDE-System,

(d)

d) ¢1, ..., q sind reduziert modulo p1, ..., ps.

zuldssige Derivationen p; C {01,...,0,} fur p;, i=1,...,s
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Thomas-Zerlegung

p =102 — 4t — 4u + 8t* = 0 p € Q(t){u}
Separante von p: g—g =20 — 4t

res(p, 92, 1) = —16u + 16>

aly
! "/III//

KNI
\ /.
Ui

Thomas-Zerlegung:

D

— R
o s

e £ 0] [u-f =0 \7

allgemeine Losung: u(t) =2((t +¢)? + 2), ceR
wesentliche singuliare Losung: u(t) =t2
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Spezielle Losungen
U — 6uly + Up pp = 0 (Korteweg-de Vries)
Ansatz:  u(t,z) = f(t)g(x)

PDE: U,z — Uy = 0

Thomas-Zerlegung von  {uy — 6uty + Uy pp = 0, Uty y — Uty = 0}:

u; — 6uu, = 0 Uy

Uy, 2.0 — OUUL

Ug,x = 0 Uy o #
u =0 u # 0 u #
Lésungen: u(t, ) Lho ﬂ:/u(Z) dz
. = T = PR
& ’ —6ttes uw(0) V223 —az—b
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Thomas-Zerlegung

® 1937: J. M. Thomas: “Differential Systems”.
@ 1998: D. Wang: Implementation fiir algebraische Systeme

@ 2007: V. Gerdt: “On decomposition of algebraic PDE systems into
simple subsystems”

@ 2009: W. Plesken: "“Counting solutions of polynomial systems via
iterated fibrations”

@ seit 2009: Implementationen in Maple fir

@ algebraische Systeme (T. Bachler)
@ PDE-Systeme (M. Lange-Hegermann)

T. Bachler, V. P. Gerdt, M. Lange-Hegermann, D. R,

Algorithmic Thomas decomposition of algebraic and differential systems,

J. Symbolic Computation 47(10):1233-1266, 2012.
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2. Implizitisierungsproblem
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Implizitisierungsproblem

Q C C" offen und zusammenhangend, =z, ..., 2, Koordinaten
O := Ring der analytischen Funktionen auf Q, K := Quot(O)

0; partieller Differentialoperator bzgl. z;

p € O[F1,...,Fx] multilinear, O[Fy,...,F}] C K{F,...,Fy}
; : Q@ — CY analytisch mit Jacobi-Matrix vom Rang v(i) auf

S(p;an,...,ar) ={p(fioay,...,froag) | fi,..., fr analytisch }

implizite Beschreibung von S = S(p;a1,...,ax)?

Satz. Das Verschwindungsideal von S in K{U?} ist prim.
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Implizitisierungsproblem

Genauer gesagt ist die parametrisierte Familie S(p;aq,...,ax) von
analytischen Funktionen auf €2 definiert durch

{u: @ — C | u ist komplex-analytisch; fiir fast alle w € Q gibt es
eine offene Umgebung ' C Q von w und
analytische Funktionen f;: a;(¥) = C,i=1, ..., k,
w(z) = p(fi(ai(2)),..., fx(ar(2))) firalle z € Q' }.

Beispiel. 2 =C. Ist x von der Form f(22)?

Beispiel. Q@ =C. Ist sin(z)/x von der Form f(x) -sin(x)?
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Beispiel (linear)

fi(x) - (cos(x + )% + fa(y) - cos(2z + y), f1. fo analytisch
D, = 6% o m — fi(z) - (cos(z + y))?
Dy = (% o m — fa(y) - cos(2z + y)

I:=(Dy)N(Dy) Linksideal von K (&, &

Q‘Qv
~

I = fi(2)(cos(z +y))* + fa(y) - cos(2z + )

D

_ 1 2sin(z+y) _ 2sin(2z+y)
1= Teos@ron? O T Gcoswro) ) D2 = o7y % + Teonzaty))?
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Implizitisierungsproblem

; : Q — CY) analytisch mit Jacobi-Matrix vom Rang v(i) auf

S(a1,91;---; ak, gx) := Familie von analytischen Funktionen

fi(a1(2))g1(2) + ... + fe(ar(2))gr(2)

Lemma
Sei by, ..., by_, (i) € K™ eine Basis des Kerns von (921). Fiir jede
analytische Funktion u: Q — C gilt u € S(«;,¢g;) g.d.w. u annihiliert
wird von
= 1
(Z(bj)n(?T) o—, j=1,...,n—v(i).
—1 9i
Satz
k
S(a1, 915 o, gr) = Sola(Z(a, g)), wobei Z(a,g) = mz(aivgi)'
i=1

Kassel, 04/05/2017



Zerlegung von Funktionsfamilien

J. d’Alembert (1747):

u(z,y) = f(x)g(y) hinreichend glatt = ‘ R
Uy  Ugy
C. Stéphanos (|C|\/| 1904): (wahrsch. Annahme: Analytizitdt; ohne Beweis)
U Ug Ugn
Uy Ug,y e Ugn y
Zfz gz(y <~ : : - : =0 (*)
Uyn uz;yn uzv;7yn
F. Neuman (1981): Charakterisierung fiir C™-Funktionen
Th. M. Rassias (1984): Gegenbeispiel mit weniger Regularitat
weitere Arbeiten: Neuman, Rassias, giméa, Cadek, Gauchman, Rubel

cf. Rassias, §im§a, Finite sums decompositions in mathematical analysis, 1995.
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fi(w) fa(z) + f3(y) fa(2)

Ui,y = U,z = Ug,y = Uz, =0 (Zo)
Uy Uz = 0, Uy Uz =0 (21)
u U u u
Uy z 0, Uwuz =0 v vy l=0 z Y2 =0 (Z2)
Y, ’ ’ m u ’ U u
Y,z Y,Y,2 Z,2 Y2,z
U u Uu. U
Uw,x #0, Uy Uz = 0, w W =0, ” o =0 (23)
Uw,x Uw,w,z Uz,z Uw,z,x
u U Uy
U,z 7 0, Uy, z #0, Uz Uw,x 0 =0 (24)
Uy 0 Uy, 2

(20,%1) :
(X0,%2) :
(20,%3) :

(Z0,34) :

Kassel, 04/05/2017

{fi(w) + fs()} U {fi(w) + fa(2)} U {fa() + f3(y)} U {fa(@) + fa(2)}
{f1(w) + fa)fa(2) | f3 #0# fi} U {fa(z) + fs(u) fa(z) | f5# 0 # £}
{fi(w)fa(@) + fs(y) | 1 # 0 # f33 U {fr(w)fa(x) + fa(2) | /1 # 0 # f3}
{H(w)f2(x) + fs() fa(2) | f1 #0, f3#0, f3 # 0, f4 # 0}



fi(@) faly) + f3(y) fa(2)

Ug,z = 0 (EO)
Uy Uz = 07 Uy,z = Ug,y = 0 (El)
(2 (3 u U
Uy, 2 7£ 0’ Ug,y = O, Y Y,y — O7 z Y,z =0 (22)
Uy,z Uy,y,z Uz,z Uy,z,z

u u u u
Uz,y # 0, uyz =0, * oF =0, Y Yo1=0 (2s)
Uz,y Uz,zy Uy,y Uzy,y
u Ug u u
ug # 0, uy # 0, =0, Y |=0 (Z4)
Uy  Uzy Uz Uy,z
Ug Uz, x Uz Uy, z
Ug,y 70, uy,z #0, =0, Y 0
Uz,y Uz,zy Uz,z Uy,z,z
u U U (25)
y Y,y w ”
u Ug Ug =0 z ©y 0
T Y Y Y ’ Uz Uy,z

Uz  Uy,z Uyy,z
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fi(@) faly) + f3(y) fa(2)

(Z0,Z1) s {file) + fs()} U {faly) + fa(2)}

(Z0,22) : {fi(x) + fs()fa(z) | f5#0# fa}

(Z0,23) : {fr(@)faly) + fa(2) | f1 #0# f3}

(20,%4) = {faly) (fr(x) + fa(2)) | f1 #0# fi}

(20,%5) : {fi(@)fa(y) + f3()fa(2) | 1 #0, f3#0, f3 #0, f4 # 0, f2/f3 # const}

Bemerkung

Darstellungen sind i.a. nicht eindeutig; z.B.

wy+yzty=@+Dy+yz=ay+yz+1)=ylr+z+1).
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Verschwindungsideal

p € O[Fy,...,F;] multilinear, S=Sp;ar,...,ar)

Z; := von Annihilator von f; o «; erzeugtes Differentialideal von K{F;}

(lineare Differentialpolynome erster Ordnung)

Z :=von Zi, ..., Z erzeugtes Differentialideal von K{F1,..., Fi}
(Prim-Differentialideal)

o:K{U} — K{F,....,F,}/Z:U—p+2Z
IK{U}(S) = ker @
K{Fy,...,F.}/Z |Integritatsbereich = Zgy;(S) prim.

Tkuy(S) endlich erzeugt als Radikal-Differentialideal
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Symbolisches Losen

Anwendung:

Pu\t Pu o du_
ox? oy2  ox Oy

pdsolve (Maple):
allgemeine Losung  Fi(x) 4+ F>(y)  mit Bedingungen an F;

0?U

implizite Beschreibung von Iy (z) + F(y): dxdy ’

u(z,y) = (x +y+1)e”? ist eine Ldsung von (1),

ist jedoch nicht von der Form Fy(x) + F»(y)!
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Symbolisches Losen

2u\? 0%u du Ou
(57) + 57+ 5+ 5= @

pdsolve (Maple): allg. Losung  Fi(z) + F>(y), Bedingungen an F;

Thomas-Zerlegung:

Ug a” + Uy y + U +uy = 0 Upr = 0
Uy,y + Uz + Uy # 0 Uyy+ Uy +uy = 0
u(z,y) =(ca(x+y+1)—c3)e V+ca(x—y) +c, c1,...,ca €R
z.B.ist u(z,y) = (x+y+1)e ¥ eine Losung von (2),
2
ist jedoch nicht von der Form Fj(x) + Fa(y) (wende 920y an)
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3. Eliminationsverfahren
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Implizitisierung

(a) I := Diff.-ldeal von (K{F1,...,F}/Z){U} erz.von U —(p+2),
berechne Zy (1 (S) =INK{U} (Diff.-Alg.)

(b) driicke Ableitungen von wu(z) = p(fi(a1(2)),..., fr(ar(z))) bis
Ordnung w in Uy, Fj; aus (fir 07u, (07f;)0q;),

berechne Zg(1(S)<w durch Elimination von Fj; (komm. Alg.)

(¢) «; homogen; K{U} mit Standard-Graduierung: degU; =1
Diff.-Monome in U vom Grad d und Ordnung w erzeugen einen

endlich-dim. C-Vektorraum C{U}g,.,
berechne Zg (11 (S) NC{U}a. durch Koeff.-Vergleich (lin. Alg.)
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Differential-Elimination
R=K{uy,...,un}t, B1W...’dBy=U:={uy,...,un} Partition

Block ranking:  w;, € Bj,, w, € Bj,,  Ji, Jo € (Zso)"
j1 < jo oder (j1 = jo und (87 > 972

0wy, > 0Py, =
oder (J1 = Jo und 77 (u;,) < 771 (uy,)))

Satz. S einfaches Differentialsystem, 1 <1i <k
E; C K{B;,...,Bi} von {p1,...,ps} N K{B;,...,B} erz. Diff.-Ideal
q; Produkt der Initiale und Separanten aller p; im Schnitt

Dann (E:¢>*)NK{B,,...,By} = E; : ¢*.

Kor. VE: ¢ NK{B;,....,Br} = (F1:¢°)N...N0 (B, : ¢).
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Differential-Elimination

u(w,z,y,2) = fi(w) fa(x) + f3(y) fa(2)
R = K{f1, fa, f3, fa, u} mit Derivationen 0y, 0, 0y, 0,

block ranking > mit {f1, f2, f3, fa} > {u}

(f1)e =(f1)y = (f1): =0, (f2)w = (f2)y = (f2): =0,

{ u— fife— fsfa =0,
(f?))w = (fS):r = (f?»)z =0, (f4)w = (f4)z = (f4)y = 0.

Maple ~» Thomas-Zerlegung bestehend aus 16 einfachen Systemen

Schnitte mit K{u} ~-» 10 einfache Systeme
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Differential-Elimination

U Uw,w,z — Uw,wlUw,x = 0, Uz Uw,z,x — Yw,zUz,x = 0,
Uw,w,y = bw,w,z = Yw,z,y = Yw,z,2 = 0,
(VU — U Uz ) Uy, 2 — UyUzU,z = 0, U,y = Uw,z = Ugy = Ug,z = 0,

U0, Uy F#0, ur#0, UweF#0, Ulwz— UwUz # 0,

{uw(w,z,y,2) = fi(w) - fa(z) + f3(y) - fa(2) | f1 #0, f3 #0,
u ist nicht lokal von der Form Fi(w) - Fo(z) mit Fy, Fy analytisch }.

Uyly,y,z = Uy,yly,z =0, Uzly,zz — Uy 2Uzz =0,
U,z = Uw,y = Uw,z =0, uz =0,

u#0, wuy #0, wuy#0, wuy.#0, uuy.—uyu, #0,

{ulw,z,y,2) = fi(w) + f3(y) - fa(2) | f5 # 0, f3 #0,
w ist nicht lokal von der Form F3(y) - F4(z) mit F3, Fy4 analytisch }.
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Differential-Elimination

Uyly,y,z — Uy,yly,z =0, Uzly,zz — Uy zUzz =0,
Ug,y = Uz, =0, Uy =0,

u#0, ugF#0, uy#0, us#0, uyz#0, uuy:—uyu:#0,

{fa(@) + fa(y) - fa(2) | f2 #0, f3 #0, f1 #0}.

UUw,x — UwUx = 07 UYw,y = Uw,z = 07 Uy = Uz = 07 u 7é 07

{fitw) - fo(@) | f1 #0, f2 #0}.

Uly,z — UyUz =0, Uw =uz =0, u#0,

{f3(y) - fa(z) | f3 #0, fa #0}.

Uw,z = Uw,y = Uw,z = 0, uz= Uy = 0, u#0, wuz#0,

{fi(w)+ fa(2) [ f1# 0}
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Differential-Elimination

Uw,g = Uw,y = Uw,z =0, Uz =u; =0, u # 0,

{u(uuw,y,z) :fl(w)+f3(y) | u;éO}

Ug,y = Uzx,z =0, uw=1u,=0, u7é07 Uz #07

{fa(z)+ fa(y) | f5 #0}

Ugp,y =Uzg,z =0, Upw =uy =0, u #0, uz #0, wuz#0,

{fa(@) + fa(2) | f2 # 0, f1 #0}.
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