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Tropische Geometrie (in Hinblick auf alg. Geometrie)

» Studiere Objekte der algebraischen Geometrie liber bewerteten
Korpern mittels diskreter Geometrie.

O Tropikalisierung
ANNNNNNNA
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Wir fixieren fiir diesen Vortrag:

» Den Koérper der komplexen Puiseux Reihen
00
K=C{{e = { > ay-t7* | k€ Zo1, ko € Z, 2y € C}
i=ko
mit seiner natiirlichen Bewertung
. - i/k i
v: K — R, ,-Z,;()ai/k St e mln{E ‘ aj/k # O}.

» Einen multivariaten Polynomring K[x] = K[xi, ..., xa].

» Wir bezeichnen mit v ebenfalls die komponentenweise Bewertung
(K*)" — R".
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Tropikalisierung affiner Varietaten

Definition und Theorem

Sei | < K|[x] ein Ideal. Wir nennen

Trop(/) :=v(V(I)N(K*)") CR"

die tropische Varietit von I. Es ist der Triger eines ausbalancierten
polyhedralen Komplexes gleicher Dimension.

\

Beispiel (tropische Linie)

k € Q>0

V(t7Ix + t72y +1) > (£, th+2 — ¢2)

I !

Trop(/) 3 (k+1,2)
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Tropikalisierung affiner Varietaten

Beispiel (Hampton-Jensen, 2011)

T Problemstellung

Wie viele zentrale Konfigurationen
existieren (bis auf Symmetrie)?

.’+‘.

o« T

zentrale Konfigurationen im N-Kérper Problem

I:= <>\(C —pj) — Zi;ﬁj m(p,fu_pj)>
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Tropikalisierung affiner Varietaten

Beispiel (Hampton-Jensen, 2011)

T Problemstellung

Wie viele zentrale Konfigurationen
existieren (bis auf Symmetrie)?

.’+‘.

./

zentrale Konfigurationen im N-Kérper Problem

I:= <>\(C —pj) — Zi;ﬁj m(p,fu_pj)>

‘\. Antwort: Endlich viele fir N=4,5!

dim(/) =0

I

i, fe mit dim(ﬂf-;leOP(fi)):O

Ul
Trop(/)
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Tropikalisierung polynomieller Ideale

f =3 qenn Ca - x* € K[x] Polynom, | < K[x] Ideal, w € R" Gewicht
inw(f) = Xw.atv(ca) min. IN(Ca) - x* € C[X] Initialform
wobei in(c,) den Koeffizienten der niedrigsten t-Potenz bezeichnet.

inw (/) = (inw(f) | f € I) C C[x] Initialideal

Beispiel (tropische Linie)

w tTiIx+t2y 41
(1,2) 0 0 0
(k+1,2) k 0 0
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Tropikalisierung polynomieller Ideale

Definition und Proposition

Nur fir I C K[x] homogen

Cu(l)=A{w' € R" | iny () =iny(/)} Grébnerpolyeder
Y()={Cu(/) | weR"} Grébnerkomplex

Und es existieren nur endlich viele Grébnerpolyeder.

Beispiel (tropische Linie)

w tTIx+t72y+1
1,2 o0 0o o0
(k+1,2) & 0o o0
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Berechnung tropischer Varietaten

Algorithmus (Tropische Varietaten, BJSST 2007)

1: Finde w € Trop(/)

2: Konstruiere C, (1) und setze T := C,,()

3: repeat

4:  Wahle u € 0T

5. Berechne Trop(iny(1)) = UK, vi - R>o

6:  Konstruiere Cyyc.. (1) und setze
T=TU (Uf'(zl CU+€v,'(/)>

7: until 0T =)
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Berechnung tropischer Varietaten

Algorithmus (Tropische Varietaten, BJSST 2007)

: Finde w € Trop(/)
: Konstruiere Cy(I) und setze T := C, (/)
repeat
Waéhle u € 0T
Berechne Trop(in,(/)) = U, vi - Rxo
Konstruiere Cyyc., (1) und setze

D@ s W

T:=TU (Uf(zl Cu+ev,'(l)>

7- until 0T = 0

Bottlenecks
Q Finde w € Trop(/).

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.

|
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Berechnung tropischer Varietaten

Algorithmus (Tropische Varietaten, BJSST 2007)

: Finde w € Trop(/)
: Konstruiere Cy(I) und setze T := C, (/)
repeat
Waéhle u € 0T
Berechne Trop(in,(/)) = U, vi - Rxo
Konstruiere Cyyc., (1) und setze

D@ s W

T:=TU (Uf(zl Cu+ev,'(l)>

7- until 0T = 0

Bottlenecks
Q Finde w € Trop(l) = v(X N (K*)").

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.

|
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Algorithmus (Erster Schritt: Reduziere zu Dimension 0)

I < K[x,...,x) I prim, dim(/)=d, V(I)n(K*)"#0
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Algorithmus (Erster Schritt: Reduziere zu Dimension 0)
I < K[x,...,x) I prim, dim(/)=d, V(I)n(K*)"#0

1. Bestimme unabh. Menge, z.B. I N K[x1,...,x4] = (0)
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Xi
] 1. Bestimme unabh. Menge, z.B. I N K[x1, ..., xq4] = (0)
2. Wihle (ci,...,cq) € (K*)4
Ci
1° g K[Xd-f—la 000 7Xn]
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten
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Ci
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3. Berechne einen Punkt w € Trop(/°) C R"—9

return (v(c),w) € R"
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Proposition (Dreieckszerlegung, Lazard 1992)
Wir sagen F = {fi,...,f,} C K[x1,...,xn] hat eine Dreiecksgestalt, falls
fie Klxi,...,xi] \ K[x1,...,xj—1] firallei=1,..., n.

Wenn dim(/) = 0, dann existieren Mengen Fu, ..., Fi mit Dreiecksgestalt,

so dass
VI=(F)N---N(F).

Insbesondere Trop(/) = Uf(zl Trop(F;).

Beispiel (Cyclics € KJa, b, c,d, €])

-1, -1,
b— a, b— a,

v/ Cyclicg = c? + 3ca + 22, N c — a, N
d+ c+ 3a, d? + 3da + a2,
e—a e+d+3a
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Algorithmus (Zweiter Schritt: Reduzieren auf Dreiecksgestalt)

I < K[x,...,x) I prim, dim(/)=d, V(I)n(K*)"#0
Xi
] 1. Bestimme unabh. Menge, z.B. I N K[x1, ..., xq4] = (0)
2. Wiahle (ci, ..., cq) € (K*)9 generisch
Ci
P 9 Kl ] dim(1°) = 0, V(I°) C (K*)"

3. Berechne einen Punkt w € Trop(/°) C R~

return (v(c),w) € R”
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Algorithmus (Zweiter Schritt: Reduzieren auf Dreiecksgestalt)
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Xi
] 1. Bestimme unabh. Menge, z.B. I N K[x1, ..., xq4] = (0)
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Ci
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VIO = (F)YN...0(F)

4. Bestimme ein w € Trop(F;) C R"~9 fiir irgendein i = 1,... k

return (v(c),w) € R"
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Proposition (Dritter Schritt: Newtonpolygone)

Das Newtonpolygon eines univariaten Polynoms f =, cix' € K[x] ist
gegeben durch

A(f) = Conv ({(i, (1)) | & # 0}) + ({0} X Rxo).
Und es gilt:

A(f) hat Kante mit Steigung \ <= V/(f) hat Punkt mit Bewertung — \.

Beispiel

A(tx®> +x+1) = /e
0
(0,0) (1,0)

§
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Und es gilt:

A(f) hat Kante mit Steigung \ <= V/(f) hat Punkt mit Bewertung — \.

Beispiel
A(tx> +x+1) = /ey = Trop(f) = {0,-1}
T
— .
(0,0) (1,0)

§
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (generisch: ein Baum eindeutiger Newtonpolygone)

A=t +x+1 o LG

(0,0) (1,0)

fo = tX1X22 + x1x0 + 1

f3 = xixox3 + 1

Trop({f1, f2,£3)) > (0, , )
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (generisch: ein Baum eindeutiger Newtonpolygone)

A=t +x+1 o LG

(0,0) (1,0)

w1 :0/

fy = txaxs + x1xp + 1 1 J
0 (2,1)

(0,0) (1,0)

f3 = xixox3 + 1

Trop((f1, 2, 3)) > (0,0, )
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (generisch: ein Baum eindeutiger Newtonpolygone)

A=t +x+1 o LG

(0,0) (1,0)

f = txxs + x1x + 1 .
0 (2,1)
(0,0 (1,0)
wy = OJ
fz = x1xox3 + 1
0
(0,0) (1,_0)

Trop({f1, 2, f3))  (0,0,0)
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (generisch: ein Baum eindeutiger Newtonpolygone)

_ 2
fl—tx1+x1+1 o L7
= txixg + xx + 1 ] J 1
0 (2,1)

(0,0) (1,0)

W2:OJ \WQZ—]. W2=1/ \/Wz:—l

l
fz = x1xox3 + 1 . ©.2)
o | (0,0 0

(0,0) (1,0) e, =) (0,0) (1,0 (.9

TI’Op(<f1, f27 f3>) - {(07070)7 (07 _17 1)7 (_17 170)7 (_1’ _17 )}
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (ein Ast mehrdeutiger Newtonpolygone)

=02 +x+1 Aoy
. J

(0,0) (1,0)
wip = Ol

(2,3)

(0,0)

fr=txxa + x1x + 1 L
. @1
(0,0) (1,0)
wy = Ol
fs = £3x5 + (x1 — x2)x3 J/ 2.3)
1
1) J
+1 (0,0) (0,0) (1,0)
A(F(1,1+ t,x3)) generisch

A(f(1,1+ t2,x3))
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Tropische Varietaten von Mengen mit Dreiecksgestalt

Beispiel (ein Ast mehrdeutiger Newtonpolygone)

=02 +x+1 Aoy
. o &

(2,3)

(0,0)

miissen Nullstellen bestimmen (0,0) (1,0)
/ (aber nur endliche Prazision!) w1 = o
f = txxa + x1x + 1 L
o 2.1)
0,0 (1,0
wy = Ol
s = t3x2 + (x1 — x2)x3 : @3
(1.1) |
+1 (0,0) (0,0) (1,0)
A(F(1,1+ t,x3)) generisch

A(f(1,1+ t2,x3))
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Berechnung von Punkten auf tropischen Varietaten

Timings (in Sekunden, abgebroochen nach 24 Stunden)

Grébner Methodik

Newton Methodik

w € Trop(/) GB bez. >,

Det(2,5,5) 1 1 1
Det(3,5,5) 7 1 1
Det(2, 6,6) 1 1 1
Det(3, 6,6) 900 8 1
Det(4, 6,6) 1100 41 1
Grass(3,7) - 1 1
Grass(3,8) - 3 1
Grass(3,9) - 19 12
Grass(4,7) - 1 1
Grass(4, 8) - 9 3
Grass(4,9) - 220 6600
Grass(5, 8) - 3 1

Yue Ren (MPI MIS Leipzig)
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Berechung tropischer Varietaten

Algorithmus (Tropische Varietaten)

Finde w € Trop(/)
Konstruiere C,, (1) und setze T := C,, (/)
repeat
Waéhle u € 0T
Berechne Trop(in,(/)) = Ui; vi-R>o
Konstruiere C, y+c.v;(I) und setze

D6 50K

T:=TU (Uf'(:l Cu+€Vf(l)>
7: until 0T = ()

Bottlenecks

O Finde-w-cTFrop{4).

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.
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Berechung der Links tropischer Varietaten

Bottleneck

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.
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Berechung der Links tropischer Varietaten

Bottleneck

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.

@ Berechne Trop(J|,—s+1)

[BJSST 2007]
[Osserman—Payne 2013]

Trop(J) N{w; = £1}
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Berechung der Links tropischer Varietaten

Bottleneck

@ Berechne Trop(J), wobei Trop(J) ein eindimensionaler Ficher.

@ Berechne Trop(J|y.—+1)

[BJSST 2007]
[Osserman—Payne 2013]

Trop(J) N{w; = £1}

@ Entferne alle redundanten Punkte.
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Berechnung tropischer Varietaten

Fir K = C{t}} vollstandig implementiert mit Hilfe von:
© SINGULAR fir Grdébnerbasen und Dreieckszerlegung,
@ GFAN/POLYMAKE fiir konvexe Geometrie,

© MAGMA fir komplexen Newton—Puiseux Algorithmus.
Bald™" in der SINGULAR-Bibliothek tropicalNewton.1lib.

Yue Ren (MPI MIS Leipzig)
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Berechnung tropischer Varietaten

Implementation

Fir K = C{t}} vollstandig implementiert mit Hilfe von:
© SINGULAR fir Grdébnerbasen und Dreieckszerlegung,

@ GFAN/POLYMAKE fiir konvexe Geometrie,
© MAGMA fir komplexen Newton—Puiseux Algorithmus.

Bald™" in der SINGULAR-Bibliothek tropicalNewton.1lib.

v

» Ersetze MAGMA mit NEMO im Rahmen vom OSCAR. l
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Berechnung tropischer Varietaten

Implementation

Fir K = C{t}} vollstandig implementiert mit Hilfe von:
© SINCGULAR fiir Grobnerbasen und Dreieckszerlegung,
@ CGFAN/POLYMAKE fiir konvexe Geometrie,
© MAGMA fir komplexen Newton—Puiseux Algorithmus.

Bald™ in der SINGULAR-Bibliothek tropicalNewton.1lib.

v

> Ersetze MAGMA mit NEMO im Rahmen vom OSCAR.

Bottlenecks

© Grobnerbasen von Initialidealen wahrend dem Grébner walk.
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Berechnung tropischer Varietaten

Beispiel (Grass(3,7))
» Grass(k, n) parametrisiert k-dimensionalen Untervektorrdume eines
n-dimensionalen Vektorraums.

» Herrmann—Jensen—Joswig—Sturmfels 20009:
Trop(Grass(3,7)) ist ein simplizialer Facher mit f-Vektor:

(721, 16800, 124180, 386155, 522585, 252000)

Modulo S7-Wirkung, ist der f-Vektor (6,37, 140,296, 300, 125).

» Die ehemalige Rechenzeit betrug 25 Stunden. Die neue Rechenzeit
betragt 3 Minuten.
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You can skip this ad in 15, 14, ...

Computing in Tropical Geometry

11. und 12. Mai 2017 in Berlin
Sprecher:

> Xavier Allamigeon (Paris) Hannah Markwig (Tibingen)
> Janko Béhm (Kaiserslautern)
> Robert Crowell (Bonn)
Matteo Gallet (Linz)

Marvin Hahn (Tubingen)

Benjamin Schréter (Berlin)
Mateusz Skomra (Paris)
Thorsten Theobald (Frankfurt)
Ngoc Tran (Bonn)

Anna-Lena Winz (Berlin)

vV V. vV vV VY

Paul Helminck (Bremen)
Anders Jensen (Aarhus)

vV v vy

Organisatoren:

» Michael Joswig

EINSTEIN

» Marta Panizzut
> Yue Ren
>

Bernd Sturmfels

Foundation.de

Einstein Stiftung Berlin
Einstein Foundation Berlin
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Berechnung tropischer Varietdten

Yue Ren (MPI MIS Leipzig)




