Einfithrung in das symbolische Rechnen — eine
Lehrveranstaltung zwischen Mathematik und Informatik

Hans-Gert Gribe
Institut fiir Informatik, Universitit Leipzig

28. April 2000

Einleitung

Nach dem Siegeszug von Taschenrechnern und Numerik-Paketen spielen heute Computer-
algebra-Systeme (CAS) im ingenieurtechnischen Bereich eine zunehmend wichtige Rolle. Mit
ihnen wird es moglich, auch stérker formalisiertes mathematisches Wissen in algorithmisch
aufbereiteter Form zur Verfiigung zu stellen und damit in breitem Umfang Berechnungen
einzusetzen, die bisher Spezialisten vorbehalten waren. Solche Fihigkeiten werden in ab-
sehbarer Zeit den Kern umfassenderer Wissensrepréisentationssysteme bilden und die heute
im naturwissenschaftlich-technischen Bereich anzutreffende Zweieinigkeit aus Taschenrechner
und Formel- und Tabellensammlung abl6sen.

Damit gehort der souverine Umgang mit solchen Systemen zu einer der Grundfertig-
keiten, die von Hochschul-Absolventen wenigstens des mathematisch-naturwissenschaftlichen
Bereichs in Zukunft erwartet werden.

In der Diskussion wird immer wieder die Frage gestellt, ob man nicht angesichts dieser
Entwicklungen die Mathematik-Ausbildung in der Schule und vielleicht auch im Studium
deutlich reduzieren koénne, wo die CAS doch sowieso alles beherrschen, was ein “normaler
Mensch” an Mathematik irgend wann einmal benétigt. Die entstehenden Freirdume kénnte
man nutzen, um den Umgang mit derartigen Systemen zu iiben, also “Medienkompetenz” zu
erwerben.

Mit dieser Frage wird man sich in einem Land, dessen Schiilern die TIMS-Studie eine laten-
te Mathephobie diagnostiziert, sehr ernsthaft auseinander setzen miissen. Dies um so mehr,
als auch immer wieder Politiker fiir ihr Eingestindnis “In Mathe war ich immer schlecht”
Beifall ernten, der ihnen bei der AuBerung “Shakespeare, wer ist das?” nur bedingt zu Teil
geworden wére.

Ich mochte deshalb zunéchst einige Argumente zusammentragen, mit denen sich die Stel-
lung der Computeralgebra im Wissenschaftsgebdude genauer bestimmen ldsst. Aus diesen
Uberlegungen werde ich einige allgemeine Konsequenzen zur curricularen Verankerung der
Computeralgebra ableiten und darauf aufbauend schlieflich zum Thema kommen, das im
Titel angekiindigt ist.

Vorab sei noch bemerkt, dass im deutschsprachigen Raum die Begriffe “symbolisches Rech-
nen” und “Computeralgebra” gew6hnlich synonym zur Kennzeichnung des Fachgebiets ver-
wendet werden, um das es in diesem Beitrag geht. Ich werde im Weiteren den Begriff “sym-
bolisches Rechnen” verwenden, wenn ich den Blick stirker auf die Potenzen des Fachgebiets



fokussiere, den Begriff “Computeralgebra” dagegen, wenn ich dessen aktuelle Moglichkeiten
thematisieren mochte.

Zur Stellung des symbolischen Rechnens
im Wissenschaftsgebiude

Ein Blick in die Geschichte (und [2]) lehrt, dass es den heute geldufigen Wissenschaftsbegriff
mit seinen mannigfachen Verzweigungen und Veréistelungen noch gar nicht so lange gibt. Bis
hinein ins Mittelalter wurde Wissenschaft ganzheitlich und mit dem Anspruch betrieben, die
Welt in ihrer gesamten Komplexitit zu begreifen. Fiir Goethes Faust galt es noch, Philoso-
phie, Medizin, Juristerei und Theologie, die vier Zweige eines klassischen wissenschaftlichen
Studiums jener Zeit, nicht alternativ, sondern gemeinsam und in ihrer gegenseitigen Wech-
selbeziehung zu studieren. Zugleich war das Wissenschaftlerdasein elitir geprigt und “das
Privileg meist wohlhabender, oft adliger Privatgelehrter”. Im Alltag spielten wissenschaft-
liche Kenntnisse eine absolut untergeordnete Rolle, ja selbst aus heutiger Sicht elementare
Grundfertigkeiten wie Lesen, Schreiben und Rechnen waren kaum verbreitet.

Das adnderte sich grundlegend mit dem Aufbruch ins Industriezeitalter. Dieses begann mit
der Trennung zwischen Geistes- und Naturwissenschaften, genauer gesagt mit der Abspaltung
der letzteren, die sich, statt ganzheitlicher Beschreibungen, stirker auf funktionale und kausale
Erkldrungen von einzelnen Phinomenen ausrichten. Ein solches Verstindnis ist die Basis und
ermoglicht erst das “Eingreifenkdnnen und Beherrschen natiirlicher Prozesse und Dinge”.

Ursache fiir diese veréinderte Stellung von Wissenschaft sind zweifelsohne die gewachse-
nen Anforderungen, die ein industriell organisierter Arbeitsprozess sowohl an die beteiligten
Akteure als auch an die geistige Durchdringung der Prozesse selbst stellt. Diese Art wissen-
schaftlicher Rationalitdt wird im Folgenden zum beherrschenden Wissenstypus im Bereich
der Natur- und Technikwissenschaften, denen wir uns im Weiteren ausschlieflich zuwenden
werden. Zugleich beginnt Wissenschaft auch im Alltag eine wichtigere Rolle einzunehmen; ab-
zulesen etwa in der Einrichtung von Volksschulen, die die Fertigkeiten des Lesens, Schreibens
und Rechnens verbreiten.

Ein solcher Rationalitdtsbegriff prigt das heutige Selbstverstindnis der einzelnen Natur-
wissenschaften (Physik, Chemie, Biologie, ...) als Fachwissenschaften: sie haben als Ziel, in
der Natur ablaufende Prozesse aus der Sicht ihres jeweiligen Fachgebiets addquat zu beschrei-
ben und damit Modellvorstellungen zu entwickeln, auf deren Basis man Vorhersagen iiber
diese Prozesse treffen oder sie sogar bewusst ausnutzen oder beeinflussen kann. Letzteres ist
mit leicht anderer Schwerpunktsetzung auch Gegenstand der Technikwissenschaften.

Die “wissenschaftliche Strenge”, die fiir eine solche Rationalitit an den Tag zu legen ist,
unterliegt fachiibergreifenden Standards. Die Existenz derartiger Standards hat ihre Ursache
nur zum Teil im gemeinsamen Ursprung der Einzelwissenschaften. Eine wesentlich wichtigere
Quelle liegt in der gemeinsamen Methodologie und dem dabei verwendeten erkenntnistheore-
tischen Instrumentarium:

e aus einer Fiille von experimentell gewonnenem Datenmaterial werden Regelmdfigkeiten
herausgefiltert,

e diese in Hypothesen mit dem bisherigen Kenntnisstand verbunden und entsprechend
den Regeln wissenschaftlicher Schlussweise zu neuen Gesetzmdfligkeiten verdichtet,



e diese im Zuge weiterer Systematisierung und experimenteller Verifikation zu neuen
Theorien zusammengefasst,

e um schlieilich fiir praktische Anwendungen in einem handhabbaren Kalkil fixiert zu
werden!,

e der seinerseits die Basis fiir die Gewinnung neuen Datenmaterials auf der nichst héheren
Abstraktionsebene bildet.

Eine solche in Richtung zunehmender Abstraktion weisende Erkenntnisspirale ist typisch
fiir die “reinen” Wissenschaften. Um Wissenschaften im Zuge zunehmender Industrialisierung
produktiv werden zu lassen, spielt die Anwendbarkeit und Anwendung theoretischen Wissens
auf die gesellschaftliche Praxis eine ebenso wichtige Rolle. Diese Doméne der “angewand-
ten” und Technik- oder Ingenieurwissenschaften folgt einem anderen erkenntnistheoretischen
Paradigma:

e Reale Prozesse werden mit Hilfe eines geeigneten Kalkiils simuliert.

e Die Simulation wird auf dem Hintergrund der verwendeten Theorie durch Analyse zu
einem Modell verdichtet.

e Das Modell wird experimentell iiberpriift (und gegebenenfalls weiter verfeinert)

e Die gewonnenen Erkenntnisse werden in die Praxis implementiert.

In diesem Kreislauf spielen fertige Theorien und konkrete, bereits entwickelte Kalkiile (nicht
nur der Mathematik) eine zentrale Rolle.

Ubergreifende GesetzmiBigkeiten dieser Erkenntnisprozesse sind Gegenstand von Quer-
schnittswissenschaften, von denen hier vor allem Philosophie, Mathematik und inzwischen
auch die Informatik zu nennen sind.

Wihrend die Philosophie die Denk- und Abstraktionsprozesse in ihrer Allgemeinheit zum
Gegenstand hat, befasst sich die Mathematik mit dbergreifenden GesetzmdfSigkeiten, die beim
Quantifizieren von Phdnomenen auftreten. Quelle und Target dieser Bemiithungen sind die
entsprechenden logischen Strukturen der Einzelwissenschaften, die oft erst durch die Anstren-
gungen der Mathematik eine streng deduktiven Anspriichen geniigende Konsistenz erhalten.

Die Mathematik leistet so einen unverzichtbaren und eigenstidndigen Beitrag fiir die me-
thodische Fundierung der Einzelwissenschaften, ohne welchen letztere nur wenig iiber ein
empirisches Verstdndnis ihres Gegenstands hinauskommen wiirden. Der Mathematik und ma-
thematischen Methoden kommt damit besonders in der Phase der Hypothesen- und Theorie-
bildung, aber auch bei der Modellierung und Analyse realer Prozesse, ein wichtiger Platz fiir
die Leistungsfihigkeit und argumentative Tiefe einzelwissenschaftlicher Erkenntnisprozesse
zu. Sie ist auflerdem die Grundlage einzelwissenschaftlicher Kalkiile, egal, ob diese Quanten-
physik, Elektronik, Statik oder Reaktionskinetik heiflen. Mathematik ist in diesem Sinne die
“lingua franca” der Wissenschaft und Technik.

Im Gegensatz zu spezielleren Kenntnissen aus einzelnen Bereichen der Natur- oder Inge-
nieurwissenschaften sind damit mathematische Kenntnisse und Fertigkeiten in unserer tech-
nisierten Welt nicht nur in breiterem Umfang notwendig, sondern werden auch an verschiede-
nen Stellen des (Berufs-)Lebens selbst bei Facharbeitern oder vergleichbaren Qualifikationen
schlichtweg vorausgesetzt. Fine gewisse “mathematische Kultur”, die iiber einfache Rechenfer-
tigkeiten hinausgeht, ist heute fiir eine qualifizierte Teilhabe am sozialen Leben unumginglich.

'Buchberger [3, S. 808] spricht in diesem Zusammenhang von der “Trivialisierung” einer Problemklasse (der
symbolischen Mathematik).



Jedoch ist nicht nur der Einzelne auf solche Kenntnisse angewiesen, sondern auch die
Gesellschaft als Ganzes. Denn erst eine solche “Kultur des Denkens” sichert die Fahigkeit,
innerhalb der Gesellschaft auf einem Niveau zu kommunizieren, das fiir die Beherrschung der
sozialen Prozesse erforderlich ist, die sich aus der immer komplexeren technologischen Basis
ergeben. Unter diesem Blickwinkel mag es nicht weiter verwundern, dass der Teil des durch
die Mathematik entwickelten methodischen und begrifflichen Riistzeugs, der inzwischen in die
Allgemeinbildung Einzug gehalten hat, in den letzten 200 Jahren stetig gewachsen ist.

Obwohl es immer wieder Diskussionen iiber die Angemessenheit solcher Elemente im
Schulunterricht gibt, zeigen die TIMS-Studien der letzten Jahre, die die mathematischen
Fertigkeiten von Schiilern in verschiedenen Lindern vergleichen, dass die allgemeine mathe-
matische Kultur, die die Schule in Deutschland derzeit vermittelt, eher als mittelméBig einzu-
stufen ist. Auch wenn sich der eine oder andere Minister? von diesen Ergebnissen iiberrascht
gab — darauf wird aus Fachkreisen® seit langem hingewiesen.

Die allgegenwértige Verfiigbarkeit leistungsfihiger Rechentechnik hebt diese “Verwissen-
schaftlichung” gesellschaftlicher Zusammenhinge auf eine qualitativ neue Stufe. Viele, auch
umfangreichere Kalkiile konnen nun mechanisiert oder sogar automatisiert werden und stehen
damit fiir einen breiteren Einsatz zur Verfiigung, womit sich zugleich die Reichweite wissen-
schaftlicher Gedankenfithrung fiir einen weiten Kreis von Anwendungen deutlich erhtht. Die
Frage aus der Einleitung ist also eindeutig zugunsten von mehr Mathematik zu beantworten.
Zu einer anderen Antwort kommt nur, wer die Anforderungen von morgen mit der Elle von
gestern misst.

Neben Pflege, Weiterentwicklung und Vermittlung entsprechender Denk-Kalkiile, dem tra-
ditionellen Gegenstand mathematischer Bildung, tritt damit eine weitere Querschnittswis-
senschaft, die Informatik auf den Plan. Thr Aufgabenfeld erstreckt sich auf die vielfiltigen
Probleme und iibergreifenden Aspekte, die mit der Erstellung, Pflege, Nutzungsunterweisung
und Einbettung solcher technikbasierter Hilfsmittel geistiger Arbeit verbunden sind. Auch
wenn gingige Definitionen des Gegenstands der Informatik derzeit stéirker auf eine einzelwis-
senschaftliche Betrachtung, etwa als “Wissenschaft von der systematischen Verarbeitung von
Informationen, besonders der automatischen Verarbeitung mit Digitalrechnern” ([4]) fokus-
sieren, so ist es doch wohl eher die Symbiose von Kalkil und Technologie, kurz, eine sich neu
herausbildende “technologische Seite des Denkens” (Buchberger), die die Rolle der Informatik
als eigenstindiger Querschnittswissenschaft prigt.

Dass sich daraus auch die Rechtfertigung eines eigenstindigen Schulfaches “Informatik”
ableitet, sei hier nur in Parenthese angemerkt.

Zur Genese des symbolischen Rechnens

In diesem Sinne hat sich die Informatik aus der Mathematik heraus entwickelt und stets
auch ihre Spuren in der Mathematik selbst hinterlassen. Historisch wurde das Wort Com-
puter bekanntlich zuerst mit einer Maschine zur schnellen Ausfithrung numerischer Rech-

’Rede von Staatsminister Dr. RoBler auf dem Bildungskongress “Sachsen macht Schule” am 23. Januar
1999 in Dresden, http://www.sn.schule.de/smk/akmeld/biko/roessler.htm

3Vgl. die Erklirung “Wieder schlechte Noten fiir den Mathematikunterricht in Deutschland — Anla$$ und
Chance fiir einen Aufbruch” der Fachverbande DMV / GDM / MNU zu den Ergebnissen der interna-
tionalen Mathematikstudie TIMSS-3, http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/DMV/archiv/memoranda/
timss3.html



nungen verbunden. Grofle numerische Simulationen praktischer Prozesse spielen auch heute
noch die zentrale Rolle in Anwendungen mathematischer Methoden auf Probleme aus Natur-
wissenschaft und Technik und bilden den Kern einer eigenen mathematischen Disziplin, des

Wissenschaftlichen Rechnens®*.

All diesen Anwendungen ist gemein, dass sie zwar unter Verwendung ausgefeilter Pro-
grammiersprachen die Programmierfihigkeit eines Computers ausnutzen, sich letztlich aber
allein auf das Rechnen mit (Computer)zahlen zuriickfiithren lassen. Der Computer erscheint in
ihnen stets als auflerordentlich prézise und schnelle, im iibrigen aber stupide Rechenmaschine,
eben als “number cruncher”. So entsteht ein Bild seiner Fihigkeiten, das sowohl aus inner-
mathematischen als auch informatik-theoretischen Uberlegungen heraus eher einer kiinstli-
chen Beschrinkung gleichkommt. Zeigt uns doch die Berechenbarkeitstheorie in Gestalt der
Churchschen These, dass der Computer eine Universalmaschine ist, die prinzipiell in die Lage
versetzt werden kann, jede nur denkbare algorithmische Tétigkeit auszuiiben, wenn sie nur
mit einem geeigneten Programm versehen ist. Er sollte also auch in der Lage sein, Symbole
und nicht nur Zahlen nach wohlbestimmten Regeln zu verarbeiten.

Dass ein Computer auch zu einer solchen Symbolverarbeitung fihig ist, war lange vor
dem Bau des ersten “echten” (von-Neumann-)Rechners bekannt. Bereits Charles Babbage
(1792 - 1838), der mit seiner “Analytical Engine” 1838 ein dem heutigen Computer &hnliches
Konzept entwickelte, ohne es aber je realisieren zu koénnen, hatte diese Fédhigkeiten einer
solchen Maschine im Blick. Seine Assistentin, Freundin und Mézenin, Lady Lovelace, schreibt
(zitiert nach [8, S. 1]) :

Viele Menschen, die nicht mit entsprechenden mathematischen Studien vertraut
sind, glauben, dass mit dem Ziel von Babbage’s Analytical Engine, Ergebnisse in
Zahlennotation auszugeben, auch deren Inneres arithmetisch-numerischer Natur
sein miisse statt algebraisch-analytischer. Das ist ein Irrtum. Die Maschine kann
ihre numerischen Eingaben genau so anordnen und kombinieren, als wéren es
Buchstaben oder andere allgemeine Symbole; und kénnte sie sogar in einer solchen
Form ausgeben, wenn nur entsprechende Vorkehrungen getroffen wiirden.

Ein solches Verstidndnis ist uns heute, im Gegensatz zu den Pionieren des Computer-
Zeitalters, im Lichte von ASCII-Code und Textverarbeitungssystemen allgemein geldufig,
wenigstens was den Computer als intelligente Schreibmaschine betrifft. Mit dem Siegeszug
der Kleinrechentechnik in den letzten 20 Jahren entwickelte er sich dabei vom Spielzeug und
der erweiterten Schreibmaschine hin zu einem unentbehrlichen Werkzeug der Biiroorganisa-
tion, wobei vor allem seine F#higkeit, (geschriebene) Information speichern, umordnen und
verdndern zu kénnen, eine zentrale Rolle spielt. In diesem Anwendungssektor kommt also
die Fahigkeit des Computers, symbolische Informationen verarbeiten zu kdnnen, bereits un-
mittelbar auch fiir den Umgang mit Daten zum Einsatz. Dabei verwischt sich, genau wie
von Lady Lovelace vorausgesehen, durch die binire Kodierung symbolischer Information die
Grenze zwischen Zahlen und Zeichen, die zuerst so absolut schien.

Auf dieser Abstraktionsebene ist es auch moglich, die verschiedensten Nachschlagewerke
und Formelsammlungen, also in symbolischer Form kodiertes Wissen, mit dem Computer

*Allerdings definiert sich Wissenschaftliches Rechnen normalerweise nicht iiber die verwendeten Kalkiile,
sondern in Abgrenzung zur “reinen Mathematik” iiber das zu Grunde liegende (und weiter oben bereits be-
schriebene) Anwendungsparadigma.



aufzubereiten, in datenbankihnlichen Strukturen vorzuhalten und mit entsprechenden Text-
analyseinstrumenten zu erschlieflen. Es wird sogar moglich, auf verschiedene Weise symbo-
lisch kodierte Informationen in multimedialen Produkten zu verkniipfen, was das ungeheure
innovative Potential dieser Entwicklungen verdeutlicht. In der Hand des Ingenieurs und Wis-
senschaftlers entwickelt sich damit der Computer zu einem sehr effektiven Instrument, das
nicht nur den Rechenschieber, sondern auch zunehmend Formelsammlungen abzulésen in der
Lage ist. Auf diesem Niveau handelt es sich allerdings noch immer um eine syntaktische
Verarbeitung von Information, wo der Computer deren Sinn noch nicht in die Verarbeitung
einzubeziehen vermag.

Kehren wir zum Einsatz des Computers zu numerischen Zwecken zuriick. Obwohl nicht
so deutlich sichtbar, enthilt dieser bereits eine wichtige symbolische Komponente: Er hat das
Programm fiir die Rechnungen in addquater Form in seinen Speicher zu bringen und von dort
wieder zu extrahieren. Diese Art symbolischer Information ist bereits semantischer Art, da die
auf diese Weise dargestellten Algorithmen inhaltliche Aspekte der verarbeiteten Zahlengrofien
erschlieflen. Dass dies vom Nutzer nicht in gebiihrender Form wahrgenommen wird, hingt in
erster Linie mit der strikten Trennung von (numerischen) Daten und (symbolischem) Pro-
gramm sowie der Betrachtung des Computers als virtuelle Maschine (“Das Programm macht
der Programmierer, die Rechnung der Computer”) zusammen.

Bringt man beide Ebenen, die Daten und die Programme, zusammen, ermdoglicht also
algorithmische Operationen auch auf symbolischen Daten, geht man einen grofien Schritt
in die Richtung, semantische Aspekte auch symbolischer Information einer automatischen
Verarbeitung zu erschliefen. Denken lernt der Computer damit allerdings nicht, denn auch
die Algorithmik symbolischer Informationsverarbeitung benétigt zunéchst den in menschlicher
Vorleistung erdachten Kalkiil, den der Computer dann in der Regel schneller und préziser als
der Mensch auszufithren vermag.

In diesem Schnittpunkt moderner Entwicklungen befindet sich die Computeralgebra. Mit
ihrem ausgeprigten Werkzeugcharakter und einer starken Anwendungsbezogenheit steht sie
paradigmatisch dem (klassischen Gegenstand des) Wissenschaftlichen Rechnen nahe und wur-
de lange Zeit nur als Anhéngsel dieser sich aus der Numerik heraus etablierten mathemati-
schen Disziplin verstanden. Thre Potenzen sind aber vielfiltiger. Zunichst steht sie in einer
Reihe mit anderen nichtnumerischen Applikationen einer “Mathematik mit dem Computer”
wie z.B. Anwendungen der diskreten Mathematik (Kombinatorik, Graphentheorie) oder der
diskreten Optimierung, die endliche Strukturen untersuchen, die sich exakt im Computer
reproduzieren lassen.

Die strukturelle Endlichkeit ihrer Konstrukte pridestinierte die diskrete Mathematik, eine
Vorreiterrolle bei der Computerisierung der “exakten” Mathematik zu spielen; und sie tat
dies auch spétestens seit dem spektakulidren Beweis des Vier-Farben-Satzes durch Appel und
Haken [1]. Damit zog zugleich neben dem bis dahin dominierenden numerischen ein deduktives
Mathematikverstiandnis in den Computerbereich ein, das den Anspriichen wissenschaftlicher
Rationalitit wesentlich ndher steht. Das tiefere Verstindnis der Unterschiede zwischen beiden
Zugingen ist ein wichtiges Element bei der Bestimmung des Platzes, der dem symbolischen
Rechnen als Technologie zukommt, soll hier aber nicht vertieft werden, vgl. etwa [9].

Mathematische Konstrukte sind allerdings in der Regel nicht strukturell, sondern nur
beschreibungs-endlich, so dass in allgemeineren Situationen noch einmal eine Reduktionslei-
stung vollbracht werden muss. Diese ergibt sich in vielen Fillen auf natiirliche Weise aus der
Art, wie Theorien und vor allem deren Kalkiile inner-mathematisch formuliert werden. Diese



Formulierungen miissen “nur noch” in computeraddquate Strukturen umgesetzt werden. Hier
hat die Computeralgebra eines ihrer grofien Aufgabenfelder.

Neben konkreten Implementierungen wichtiger mathematischer Verfahren reicht die Be-
deutung der Computeralgebra aber iiber den Bereich der algorithmischen Mathematik hinaus.
Die Vielzahl mathematischer Verfahren, die in einem modernen CAS unter einer einheitlichen
Oberfliache verfiigbar sind, machen dieses zu einem metamathematischen Werkzeug fiir An-
wender, dhnlich den Numerikbibliotheken, die im Wissenschaftlichen Rechnen eine zentrale
Rolle spielen.

Der Aspekt der Symbiose mit informatischen Entwicklungen ist im Bereich der Com-
puteralgebra derzeit am deutlichsten ausgeprigt. Er wird dazu fithren, dass sich die heute
noch getrennt agierenden Bereiche zu einer “Computermathematik” ([6]) vereinen werden,
in der computergestiitzte numerische, diskrete und symbolische Methoden gleichberechtigt
nebeneinander stehen und in praktischen Applikationen ineinander greifen.

Wie die Mathematik als lingua franca das Denken in weiten Bereichen der Natur- und
Ingenieurwissenschaften prigt, so wird diese Computermathematik das Herzstiick compu-
tergestiitzter fachwissenschaftlicher “Denkwerkzeuge” sein und das zentrale Element einer
Technologie des Denkens bilden. Das Verstdndnis fiir computer-mathematische und damit
insbesondere auch fiir computer-algebraische Denkweisen wird auch in Bereichen eine Rolle
spielen, die sich heute noch weit entfernt von Mathematik und Informatik wihnen. Die Be-
deutung dieser Denkweisen fiir eine mathematische Kultur der Gesellschaft ist deshalb kaum
zu unterschitzen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Computeralgebra nicht eine weitere
Computeranwendung schlechthin unter vielen anderen ist, sondern in natirlicher
Weise Entwicklungen, die die Informatik als Ganzes hervorgebracht haben, wei-
terfithrt: Der Computereinsatz fiir symbolische Rechnungen ertffnet einen neuen
Abschnitt auf dem Weg des Computers vom primitiven Bitknipser zu einem Uni-
versalwerkzeug fiir geistige Arbeit. Es beginnt damit eine neue Etappe auf dem
Weg der praktischen Realisierung des theoretischen Anspruchs, den die Church’sche
These impliziert.

Ein pikantes Detail liegt in der Ignoranz dieser Entwicklungen durch Teile der etablierten
Informatik selbst, denn Darlegungen zur Computeralgebra sucht man in verschiedenen Quel-
len, die sich eine umfassende Darstellung der Informatik vorgenommen haben, vergebens. So
enthalten weder der “Duden Informatik” [4] noch das “Lexikon Informatik” [11] ein Stich-
wort symbolisches Rechnen oder Computeralgebra. Aber auch hier scheinen sich Gewichte zu
verschieben, wie ein Blick in das neue “Handbuch Informatik” [10] belegt, in dem ein ganzer
Abschnitt dem symbolischen Rechnen gewidmet ist (aus dem wir weiter oben bereits zitiert
haben).

Wie wird es weiter gehen?

Die von der Computeralgebra produzierten Werkzeuge spielen bereits heute eine stark zuneh-
mende Rolle sowohl in den Natur- als auch in den Ingenieurwissenschaften. Dies dokumentiert
sowohl die wachsende Zahl von Anwenderpaketen der verschiedenen grofien Systeme als auch



eine beeindruckende Zahl von Biichern zu dieser Thematik. Fiir einen vollstindigeren Uber-
blick iiber Tendenzen und Anwendungen der Computeralgebra sei auf den Computeralgebra-
Report [7] verwiesen.

Den Einfluss dieser neuen Arbeitsmittel auf den Umbruch unserer technisierten Arbeits-
welt insbesondere im ingenieurtechnischen Bereich kann man kaum iiberschitzen. Dort, wo
heute noch dicke Formelsammlungen und Tafelwerke das Berufsbild prigen, die trotz ihrer
Dicke genau wie ein Berg numerischer Daten immer nur eine sehr beschrinkte Sicht auf Fakten
und keine Einsichten vermitteln konnen, werden Werkzeuge, die auf symbolischen Fahigkeiten
im beschriebenen Sinne aufsetzen, diese Bereiche geistiger Arbeit in vielleicht noch nachhal-
tigerer Weise revolutionieren als dies mit der Erfindung des Buchdrucks geschah.

SchlieBlich er6ffnen die damit verbundenen Moglichkeiten, nun auch algorithmisches Know
How in groflem Umfang zu vergegensténdlichen, vollkommen neue Dimensionen der Wissens-
reprisentation.

J.Grabmeier beschreibt die Perspektiven eines solchen Ubergangs von einer fakten- zu
einer starker algorithmenorientierten Wissensreprdasentation in [6] wie folgt:

Viele Probleme aus der Ingenieurwelt, den Naturwissenschaften und den Wirt-
schaftswissenschaften sind heute ohne massiven Einsatz von Computern nicht
l16sbar. Die dahinterliegenden Probleme werden mit den Methoden des Wissen-
schaftlichen Rechnens angegangen. Dabei werden mehr und mehr die traditio-
nellen numerischen Rechnungen durch symbolisches Rechnen mit dem Computer
ersetzt bzw. ergénzt. ..

Der Siegeszug der Computeralgebra in den letzten Jahren ist eng gekoppelt mit
der stiirmischen Entwicklung von immer neuen Rechnergenerationen, die es erst
moglich gemacht hat, die besonders rechen- und speicherintensiven Programme
und Systeme zum symbolischen Rechnen zu realisieren.

Aber der Aufwand lohnt sich: Wenn man statt einer Zahl eine parameterabhéngige
Formel als Ergebnis erzielt, hat man nicht nur ein Problem gel6st, sondern eine
Klasse von moglicherweise unendlich vielen Problemen erledigt. Dadurch wird ein
Qualitatssprung moglich, denn die Formel erlaubt es nun z.B., die Parameter zu
optimieren oder schnell auf Verdnderungen zu reagieren. ...

Wie heute ein Taschenrechner zum Alltag gehort, wird kiinftig jeder Ingenieur und
jeder, zu dessen Aufgaben das Losen, Erlernen oder Lehren mathematischer Pro-
bleme gehort, Zugriff auf ein Computeralgebra-System haben. Die verschiedenen
schon heute verfiigharen Komponenten fiir numerisches und symbolisches Rech-
nen, fiir Statistik und andere mathematische Gebiete, fiir Graphik und Animation,
Textverarbeitung und Dokumentation mit Hypertext-Systemen und vieles mehr
sehe ich in nicht allzu ferner Zukunft iiber entsprechende Schnittstellen zu indi-
viduell kombinierbaren Computermathematik-Systemen fiir das Wissenschaftliche
Rechnen zusammenwachsen. Die Computeralgebra leistet damit einen wesenlichen
Beitrag fiir eine der Schliisseltechnologien unserer technikbestimmten Gesellschaft.

Diese Zusammenfiithrung der Computermathematik mit anderen Technologien in einer
vollkommen neuen Qualitéit eines personlichen digitalen Assistenten (PDA) priagt heute schon
das Erscheinungsbild Mathematica und Maple, die Vorreiter unter den CAS. Sie ermogli-
chen es, als bequeme Werkzeuge fiir die eigene geistige Arbeit lokal auf dem Schreibtisch
des Wissenschaftlers oder Ingenieurs einen immer grofleren Teil des globalen Know Hows



verschiedener Fachrichtungen in einer auch algorithmisch leicht zugénglichen Form bereit-
zuhalten und mit anderen Wissensmanagement-Techniken (Internet, Datenbanken, Desktop-
Publikationssysteme) zu verkniipfen.

Curriculare Konsequenzen

Die curricularen Konsequenzen aus diesen Entwicklungen werden #hnlich tiefgreifend sein
miissen wie die Entwicklungen selbst, wenn die studentische Ausbildung mit den neuen An-
forderungen Schritt halten will.

Konsequenzen fiir den Einsatz von Werkzeugen des symbolischen Rechnens (in der oben
thematisierten technologischen Dimension) sind dabei einzubetten in Konsequenzen, die sich
generell aus der zu erwartenden Allgegenwart des Computers ergeben. Fine elementare Pri-
misse stellt die Verankerung einer informatischen Allgemeinbildung im Schul-Curriculum dar,
um die derzeit nicht nur in Sachsen erbitterte Grabenkdmpfe zwischen der Ministerialbiirokra-
tie und dem Rest der Welt gefiihrt werden. Statt provisorischer Augenblickslosungen, die sich
an grofiziigige und nur auf den ersten Blick uneigenniitzige Angebote grofier Firmen aus dem
Computer- oder Telekommunikationsbereich wie an einen Strohhalm klammern, sind dabei
langfristig materiell, personell und auch didaktisch abgesicherte Konzepte gefragt. Gute “offi-
zielle” Konzepte in dieser Richtung sind Mangelware. Eine Gruppe interessierter (und betroffe-
ner) Informatiklehrer aus Sachsen ([5]) hat ein solches Konzept entwickelt, das propideutische
Elemente in der Grundstufe, eine systematische Einfithrung in allgemeinbildende Aspekte der
Informatik in der Sek I und ausgewihlte weiterfithrende Anwendungsaspekte in der Sek II
vorsieht.

Auf einer solchen Ausbildung kann die Unterweisung des naturwissenschaftlichen und in-
genieurtechnischen Nachwuchses im Einsatz speziellerer computermathematischer Werkzeuge
aufsetzen, wobei wie beim Taschenrechner-Einsatz die drei Etappen

1. propédeutische Sensibilisierung
2. fachwissenschaftlicher Einsatz
3. Systematisierung der gewonnenen Erfahrungen

zu durchlaufen sind. Die propéddeutische Sensibilisierung kann durch den Einsatz von Com-
puteralgebrasystemen im Unterricht der Sek IT erreicht werden (und nur in einer solchen sehe
ich derzeit wirklich einen Sinn von CAS in der Schule), so dass wir in absehbarer Zeit auf
Studienanfinger hoffen kénnen, denen der Gebrauch dieser Denkwerkzeuge nicht mehr fremd
ist.

Die durchgéngige Verwendung in der fachwissenschaftlichen Ausbildung ist der Platz, an
dem die genannte Zielgruppe weitere eigene Erfahrungen im FEinsatz computeralgebraisch
basierter Werkzeuge sammeln kann. Auf die unbestreitbaren didaktischen Potenzen, diesen
Studenten in dem Zusammenhang auch die Mathematik etwas niher zu bringen, will ich hier
nicht eingehen.

Auf der Basis dieser Erfahrungen ist es angezeigt, die Studenten mit den Méglichkeiten
und Grenzen von Computeralgebra-Werkzeugen in systematisierender Form vertraut zu ma-
chen, damit sie die Komplexitit dieser Instrumente gezielt, qualifiziert und kulturvoll zum
Einsatz bringen konnen, kurz, einen guten “Programmierstil” entwickeln. Es geht dabei um die
Vermittlung grundlegender mathematischer und informatischer Prinzipien, die dem Nutzer in



verschiedenen Computeralgebra-Anwendungen immer wieder begegnen. Neben fortgeschrit-
tenen Studenten sollten auch Computeralgebra-Lehrkrifte diese Prinzipien kennen und im
Zuge des Einsatzes von CAS in eigenen Lehrveranstaltungen beriicksichtigen, um dem Nach-
wuchs bereits in einer frithen Phase das “richtige Gefiihl” fiir die qualifizierte Nutzung dieser
Werkzeuge zu vermitteln.

Diese Inhalte konnen in eine Grundausbildung Informatik integriert werden und dort auf
entsprechende Systematisierungen von Algorithmen, Datenstrukturen und Programmierer-
fahrungen aufbauen, aber auch Gegenstand einer eigenstédndigen zweistiindigen Lehrveran-
staltung sein.

Einfiihrung in das symbolische Rechnen — Inhalte

Die zu vermittelnden Konzepte und Begrifflichkeiten bediirfen noch einer deutlicheren Fixie-
rung seitens der Computeralgebra selbst. Die Vorstellungen, die ich hier vortragen mdochte,
bilden die Grundlage einer Lehrveranstaltung, die ich in den letzten Jahren regelméflig an der
Universitiat Leipzig abgehalten habe. Sie wurde vorwiegend von Studenten der Informatik,
aber auch der Mathematik, Wirtschaftsmathematik und Physik belegt.

Mit Blick auf die sehr heterogenen mathematischen Vorkenntnisse der Horer ist das zu
prisentierende Material mit Bedacht zu wihlen. Im Kurs werden die folgenden grofien The-
menkomplexe behandelt:

Einleitung

Computeralgebrasysteme im Einsatz

Die Stellung des symbolischen Rechnens im Wissenschaftsgebdude
Aufbau und Arbeitsweise eines CAS der zweiten Generation

Das Simplifizieren von Ausdriicken

Algebraische Zahlen

Die Stammfunktion einer rationalen Funktion

NS g E N

Die einzelnen Kapitel beriihren Aspekte, die in verschiedenen Kontexten zu systematisieren
sind. So geht es zunichst um Modi, in denen CAS eingesetzt werden konnen, sowie um
eine Einordnung des Fachs, die der hier vorgetragenen Argumentation folgt. Es schliefien
sich informatische und mathematische Aspekte an, die beim Umgang mit CAS der zweiten
Generation, also typlosen Interpreter-Oberflichen, zu beachten sind. Auf der informatischen
Seite sind dies vor allem

e Der prinzipielle Aufbau eines CAS

e Probleme, die sich aus Datentypen und Polymorphie ergeben
syntaktische Typsysteme

e Homogene Datenreprisentation durch Listen

e Die Variablen/Symbol-Dualitit
Konsequenzen aus der Uberlappung von Namensraum und Wertebereich
Rolle der Symboltabelle und Parallelen zum Compilerbau

e Der Funktionsbegriff im symbolischen Rechnen
Funktionsaufrufe, Funktionssymbole und Funktionstransformationen

e Steuerstrukturen im symbolischen Rechnen
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Die mathematische Seite des Kurses konzentriert sich zunfichst auf das Simplifizieren von
Ausdriicken, insbesondere auf die Fragen

kontext- und funktionsgesteuerte Simplifikationen

Simplifikation und mathematische Exaktheit

Die Simplifikationsproblematik aus theoretischer Sicht

Schnelle Simplifikatoren: die rationale Normalform

Regelbasierte Simplifikation am Beispiel trigonometrischer Ausdriicke
Komplizierte Simplifikationen und Unentscheidbarkeit

Aus den folgenden Griinden schliefit sich ein genaueres Studium algebraischer Zahlen an:

e Algebraische Zahlen sind allgegenwértig in den Ausgaben von CAS

e Algebraische Zahlen in Radikaldarstellung sind den Hoérern geldufig und ein gutes An-
schauungsmaterial zur Festigung des im Abschnitt “Simplifikation” vermittelten Wis-
sens

e die (ungewohnte) Root0f-Darstellung hat ein wesentlich besseres Simplifikationsverhal-
ten als die Radikaldarstellung

e CAS erlauben anschauliche und konstruktive Beweise der wichtigsten Sitze iiber das
Rechnen mit algebraischen Zahlen, die entsprechende Fertigkeiten der CAS begriinden

In diesem Kontext wird die “Philosophie des sparsamen Umgangs mit algebraischen Zahlen”
deutlich, die in den Applikationen im letzten Teil des Kurses noch vertieft wird.

des

(in

Zu dem Kurs existiert ein Skript sowie eine Sammlung von Ubungsaufgaben und einfiihren-
Material zur Nutzung der bei uns gebrauchlichen CAS, also Maple, MuPAD, Reduce und
Arbeit) Mathematica. Da die weiter oben formulierten Pramissen auf absehbare Zeit noch

nicht gegeben sein werden, biete ich auflerdem ein CA-Praktikum an, in dem der Umgang

mit

verschiedenen CAS geiibt werden kann.
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