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Der algebraische Taschencomputer als

pädagogisches Werkzeug im Mathematikunterricht

B Kutzler 
(1)   Einleitung

(1.1)   Algebraische Taschencomputer

Algebraische Taschencomputer sind Taschenrechner mit Leistungsmerkmalen, wie sie bisher nur auf Compu​tern verfügbar waren. Diese Rechner können Aus​drücke vereinfachen, Funktionen differenzieren, integrieren und zeich​​nen, Glei​chun​gen lösen, Matrizen bearbeiten, usw. Kurz: Sie tun das meiste von dem, was heute in den Schu​len im Fach Mathematik gelehrt wird.

Derzeit sind zwei algebraische Taschencomputer am Markt: der TI-92 und der TI-89. Der CFX-9970 von Casio kann zwar auch ein bißchen algebraisch rechnen, ist aber nicht annähernd so leistungsfähig wie die beiden Mo​delle von Texas Instruments. Nachfolgend sehen Sie je zwei Bildschirmbilder des TI-89 und des TI-92. Das erste Bild zeigt die Berechnung eines unbestimmten Integrals und die Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren. Das zweite Bild demonstriert eine 3-dimensionale Graphik, die auch noch in Echtzeit rotiert wer​den kann. Das dritte Bild zeigt die Lösung eines nichtlinearen Gleichungs​systems, die Um​rech​​nung der Einheiten physikali​scher Größen und die Umrechnung des Ergebnisses einer Rechnung im Dualsystem in das Hexadezimalsystem. Das vierte Bild gibt die algebraische und die numerisch/graphische Lösung einer Differentialgleichung wieder. 
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Solche Werkzeuge werden bald ebenso selbstverständlich sein, wie es heute numerische Taschenrechner sind. In diesem Artikel erörtere ich die Frage nach den damit verbundenen Auswirkungen auf den Mathematikunterricht. Als Einstieg betrachte ich den Stellenwert von Technologie in unserem Leben.

(1.2) Technologie 

Das Wort 'Technologie' (grch. technikos „kunstvoll, kunstgemäß, sachverständig, fachmännisch“) ist heute in aller Munde. In Form von Computern nimmt Technologie Einzug in mehr und mehr Bereiche des täglichen Le​bens. Nachfolgend stelle ich, angeregt von Frank Demana, in zwei Bereichen das Erbringen von Leistungen ein​ander gegenüber und erläu​tere und vergleiche die Bedeutung von Technologie darin: Die Mathematik, bei der es um die Erbringung einer intel​lektuellen Leistung geht, und die Ortsveränderung, einer physischen Leistung.

Die elementarste Methode einer Ortsveränderung ist das Gehen. Beim Gehen wird durch die Muskelkraft allein eine physische Leistung erbracht. Dem entspricht in der Mathematik das Kopfrechnen. Beim Kopfrechnen wird durch „Gehirnkraft“ allein eine intellektuelle Leistung erbracht.

Das Radfahren ist eine Methode der Ortsveränderung, bei der wir mit einer mechanischen Vorrichtung unsere Muskelkraft effizienter einsetzen und damit größere Distanzen bewältigen oder rascher vorwärts kommen können. Dem Radfahren entspricht in der Mathematik das Rechnen-mit-Papier-und-Bleistift. Papier und Bleistift dienen dabei als „externer Speicher“, mit dem wir unsere „Gehirnkraft“ effizienter nutzen können.

Eine weitere Art der Fortbewegung ist das Autofahren. Das Auto ist eine Maschine, die Bewegung erzeugt. Der Autofahrer braucht (so gut wie) keine Muskelkraft mehr, dafür aber neue Kompeten​zen: Er muß das Auto in Betrieb setzen, beschleunigen, lenken und bremsen, sich an die Straßenverkehrsordnung halten, usw.. Dem Auto​​fahren entspricht in der Mathematik die Verwendung von Computer/Taschenrechner. Der Computer/Ta​schen​rechner erbringt die Rechenleistung und der Benutzer muß über Werkzeugbedienungs​kom​pe​tenz verfügen.

Wann bewegt man sich wie (sinnvoll) fort? Bittet man einen Kollegen, vom 250 Meter entfernten Kiosk eine Zeitung zu holen, wird dieser die Aufgabe zu Fuß erledigen. Ist der Zeitungskiosk 1,000 Meter entfernt, könnte das Fahrrad das Mittel der Wahl sein. Um ein 10,000 Meter entferntes Geschäft aufzusuchen, wird man mit dem Auto fahren. In der Mathematik ist der sinnvolle Einsatz der Technik entsprechend: Zwei einstellige Zahlen wird man im Kopf miteinander multiplizieren. Für zwei zweistellige Zahlen wären Papier und Bleistift probate Mittel, für die Berechnung des Produkts zweier fünfstelliger Zahlen wird man den Taschenrechner zu Hilfe nehmen.

Man könnte hier einwerfen, daß „viele Schüler den Taschenrechner verwenden, um 7 mal 9 zu berechnen“ und sie somit die für wichtig erachtete Kopfrechenkompetenz verlieren. Das ist leider richtig. Hier handelt es sich um Mißbrauch von Technologie, der aber überall vorkommt, nicht nur im Mathematikunterricht. Auch das Auto wird mißbräuchlich verwendet, wenn man damit aus dem 250 Me​ter entfernten Kiosk eine Zeitung holt. Wer das tut, schädigt sich selbst (Bewegungsman​gel) und die Um​welt (Abgase). Doch ebensowenig, wie wir aufgrund des denkbaren Mißbrauchs des Autos dessen Abschaf​fung fordern, ebensowenig sollten wir aufgrund des denk​baren Mißbrauchs des Taschenrechners diesen aus dem Klas​senzimmer verbannen (wollen). Ebenso, wie wir in unserer Gesellschaft ein Bewußtsein erzeugen müssen, daß Körperbewegung für die körperliche Fitneß und Gesund​heit erforderlich ist, ebenso müssen wir ein Bewußt​sein erzeugen dafür, daß intellektuelle Aktivi​täten (und das Kopfrechnen ist eine solche) erforderlich sind für intellektuelle Fitneß und Gesundheit. Dazu mehr im vorletzten Abschnitt.

Unsere Gegenüberstellung ist noch nicht fertig. Was, wenn der, der vom 250 Meter entfernten Kiosk eine Zei​tung holen soll, gehbehindert ist? Die 250 Metern zu gehen kann für ihn sehr schwierig, vielleicht sogar unmach​bar sein. Auch für solche Menschen halten wir Technologie bereit, z.B. einen Rollstuhl. Das Verwenden eines Rollstuhls ist eine Methode der Technologie-unterstützten Fortbewegung, bei der eine physische Schwäche kom​pensiert wird. Auch bei intellektuellen Tätigkeiten können Schwächen auftreten, deren Kompensation wün​schens​​wert, ja oft sogar notwendig ist. Dazu ein Beispiel aus dem Mathematikunterricht: Ein Schüler, der eine Schwäche hat beim Lösen von Gleichungssystemen, wird aufgrund dieser Schwäche in der Analytischen Geo​metrie nicht zurecht​kommen, denn dabei müssen häufig Gleichungssysteme gelöst werden. Diesem Schüler ein Werkzeug in die Hand zu geben, das diese Schwäche kompensiert (und ihm damit erlaubt, das Thema Analyti​sche Geometrie überhaupt erst sinnvoll anzugehen), ist nicht nur ein Akt der Menschlichkeit, sondern pädago​gische Pflicht.

Wie weiter unten noch gezeigt werden wird, können Computer und Taschenrechner hervorragende mathe​ma​ti​sche Kompensationsmittel sein, mit denen weniger begabten Schülern die sinnvolle Beschäftigung mit fortge​schrittenen Themen oft überhaupt erst ermöglicht wird. Es versteht sich von selbst, daß es Ziel des Mathematik​unterrichts sein muß, alle Schwächen in den als wichtig erachteten Kompetenzen weitestgehend auszumerzen. Auch ein physisch beeinträchtigter Mensch muß nicht ewig an den Rollstuhl gefesselt sein. So, wie es im Bestre​ben des behandelnden Arztes sein muß, jede körperliche Beeinträchtigung eines Patienten durch eine geeignete, individuelle Therapie weitestgehend zu beseitigen, so muß es im Bestreben des Lehrers liegen, jede mathemati​sche Schwäche eines Schülers durch eine geeignete, individuelle Therapie zu bes​sern. In beiden Fällen wird man dem Betreffenden das „tägliche Leben mit der Schwäche“ – d.h. die Zeit außerhalb der „Therapiestunden“– durch ein Kompensationsmittel (Rollstuhl, Taschenrechner) erleichtern.

Zusammenfassend ergibt sich die folgende Gegenüberstellung.

Ortsveränderung
Mathematik

physisch
intellektuell




Gehen
Kopfrechnen

Fahren mit dem Fahrrad
Rechnen mit Papier und Bleistift

Fahren mit dem Auto
Rechnen mit Computer/Taschenrechner (Automation)

Fahren mit dem Rollstuhl
Rechnen mit Computer/Taschenrechner (Kompensation)

(2)   Technologie im Unterricht

Für den Einsatz eines Computers oder Taschenrechners im Unterricht sind also zwei „elementare“ Verwendun​gen zu unterscheiden: das Automatisieren und das Kompensieren. Um zu sehen, wie man Computer und Taschen​rechner im Sinne dieser beiden elementaren Verwendungstypen nutzbringend im Unterricht einsetzt, betrachten ich einige meiner Meinung nach für den Unterricht im allgemeinen und den Mathematikunterricht im besonderen wichtige Themen: Das Trivialisieren, das Konzentrieren, das Experimentieren und das Visualisieren.

(2.1)   Trivialisieren

Durch das Auto ist der „Bewegungshorizont“ erweitert worden in dem Sinne, daß das Sich-Bewegen innerhalb gewisser räumlicher Grenzen trivialisiert wurde. Ähnliches leistet der Taschenrechner, der den „Berechnungs​horizont“ erweitert.

Erinnern wir uns an die Zeit vor dem numerischen Taschenrechner. Die bei Klassen- oder Hausarbeiten gestell​ten Aufgaben mußten sorgfältig so gewählt werden, daß alle Zwischen- und Endergebnisse „schön“ waren, d.h. nur ganze Zahlen, einfache Brüche oder einfachste, sich später oft wieder wegkürzende Wurzel​aus​drücke auf​traten. Andernfalls hätten die Schüler zuviel Zeit für die arithmeti​schen Operationen aufzuwenden gehabt. Mit dem numerischen Taschenrechner sind zwei siebenstellige Zahlen ebenso schnell multipliziert, wie zwei ein​stellige. Der numerische Taschenrechner trivialisiert also die Durchführung der arithmetischen Opera​tionen.
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Das Zeichnen des Graphen einer linearen Funktion (z.B. y=2x+3) ist einfach, sobald man die geometrische Be​deu​tung der beiden Koeffizienten kennt. Schon mit wenig Geschick (und einem Lineal) ist ein wahrheits​getreues Schaubild herstellbar. Das Zeichnen einer Funktion wie y=2sin(x/2)+cos(x) ist da schon sehr viel mühsamer und ein getreues Bild verlangt zeichnerisches Geschick. Mit dem graphischen Taschenrechner sind beide Bilder in etwa der gleichen Zeit erzeugt. Der graphische Taschenrechner trivialisiert also das Zeichnen von Graphen.

Das Berechnen der ersten Ableitung von y=x² ist einfach, sobald man die Ableitungsregel für Potenzen kennt. Das Berechnen der ersten Ableitung von y=
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 hingegen ist auch für einen geübten Mathe​ma​tiker viel Arbeit. Der algebraische Taschencomputer bewältigt beide Aufgaben in Sekundenschnelle. Der alge​braische Taschencomputer trivialisiert also das algebraische Rechnen. Einer der richtungsweisenden An​sätze zum Trivialisieren des algebraischen Rechnens im Rahmen des Mathematikunterrichts ist Buchberger‘s WhiteBox/BlackBox-Prinzip, siehe [Buchberger 1989].
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Das Auto (d.h. die Trivialisierung des Sich-Bewegens) hat bewirkt, daß die Bewältigung einer Strecke wie München-Stuttgart eine Leichtigkeit geworden ist, bzw. daß zuvor als schwierig oder sehr aufwendig erachtete Bewegungs- und Transportaufgaben jetzt rountinemäßig bewältigt werden können. Ebenso bewirken Computer (d.h. die Trivialisierung von Arithmetik, Graphik und Algebra) im Unterricht, daß

· komplexe(re) Aufgaben und

· realistische(re) Aufgaben

behandelt werden können.

(2.2)   Experimentieren

Wie entwickelte sich das heute bekannte mathematische Wissen und wie entsteht neues mathematisches Wissen? 

Nach einer der epistemologisch orientierten Theorien lassen sich die wesentlichen Schritte dieser Entwicklung wie folgt darstellen: Durch Anwenden bekannter Algorithmen werden Beispiele erzeugt, an denen beobachtet wird. Daraus ergibt sich eine Vermutung. Wird die Vermutung bewiesen, entsteht daraus ein Theorem, d.h gesicher​tes Wissen. Das im Theorem enthalte​ne, algorithmisch brauchbaren Wissen implementiert man in einem Algorith​mus. Der Algo​rith​mus wird ange​wen​det auf neue Daten, wodurch sich neue Beispiele ergeben, die wiederum Aus​gang sind für neue Beobachtungen, ...

[image: image17.png]



[image: image18.png]b6

h(5x-6=2x+ 19)- 2%

(-6

x+15

1m)ve

h(5x=20)-3

rantofo1eln up|

Sx-6=2x+15
Sx-6=19





[image: image19.png]h2xes
i3 duss

243
ERo



[image: image20.png]243
Sxis
(2SI G au=)

i

o= 51
>

)+ 3% (3%





[image: image21.png]


[image: image22.png]£ 2




[image: image23.png][ sraph -
Jsraph 1/2:x





[image: image24.wmf])))

1

n(

sin(cos(ta

2

+

-

x

x





Dieses Bild der spiralförmigen Entwicklung von (mathematischem) Wissen wurde von Bruno Buchberger gezeichnet. Eine ausführliche Beschreibung der Buchberger'schen Kreativitätsspirale und die Nennung ver​wandte Modelle findet sich in dem lesenswerten Buch [Heugl/Klinger/Lechner 1996]. 

In dieser Spirale lassen sich drei Phasen ausmachen: In der Experimentierphase werden durch Anwenden be​kannter Algorith​men Beispiele erzeugt und durch Beobachten Vermutungen aufgestellt. In der Exaktifi​zie​rungs​phase wird aus einer Vermutung durch Beweisen ein Theorem (gesichertes Wissen), bzw. wird das im Theorem enthaltene algorithmisch brauchbare Wissen durch Implementieren zu einem Al​go​rithmus. Die Anwen​dungs​phase besteht aus der Anwendung der bekannten Algorithmen auf Daen aus realen oder fiktiven Problemen. Die Lösung realer Probleme dient meist der Lebensbewältigung oder -erleichterung, die Lösung fiktiver Probleme dient meist der Unter​hal​tung/Zerstreuung (z.B. Denksportaufgaben) oder dem Finden neuen Wissens (d.h. der Befriedigung wissen​schaftlichen Neugier).

Die Mathematik ist etwa 5,000 Jahre alt. Die erste Hälfte davon war sie eine Erfahrungswissenschaft und be​deu​tendes Kulturgut der Ägypter. In der oben eingeführten Sprechweise bestand sie nur aus der Experimen​tier​​phase und der Anwendungsphase. Etwa 500 vor Christus wandten die Griechen die deduktiven Methoden ihrer Philo​so​​phie auf die ägyptische Mathematik an (d.h. sie fügten die Exaktifizierungsphase hinzu) und begründeten da​mit die Mathematik als deduktive Wissenschaft, wie wir sie heute kennen. Fortan hatten alle drei Phasen eine wichtige Rolle in der mathematischen Forschung. Nachdem das mathematische Wissen sehr umfangreich gewor​den war, machte sich eine Gruppe um den französischen Mathematiker Dieudonne (die Gruppe wurde bekannt unter dem Namen Bourbaki) daran, das damals bekannte mathematische Wissen neu aufzuschreiben. Dabei wur​de das heute für die Mathematik typische Schema „Definition-Satz-Beweis-Korollar-...“ entwickelt. In dieser Dar​stel​lungs​weise wird auf die Dokumentation der zum Wissen führende Experimentierphase verzichtet, d.h. die​ses zunächst nur für die innermathe​ma​ti​sche Kommunikation geschaffene bourbakische Schema bestand nur mehr aus Exaktifizie​rungs​phase und Anwendungsphase.

Allmählich hat sich der Bourbakismus aber dann auch in die Lehre eingenistet. In einer der heute üblich gewor​denen Mathematikstunden wird den Schülern das mathematische Wissen deduktiv präsentiert mit dem Auftrag, es zu ler​nen und dann zur Lösung der Haus- und Klassenarbeiten zu verwenden. Das ist so, als würde man das Gehen (oder Radfahren, oder Tanzen,...) lernen müssen dadurch, daß man eine wissenschaftliche Dar​stell​ung der für das Gehen (Radfahren, Tanzen, ...) erforderlichen Muskelbewegungen studiert, versteht und dann anwendet – statt es einfach durch Probieren (Experimentieren) zu erlernen, wie es natürlicherweise auch tatsächlich geschieht. In den meisten der heute aktuellen lernpsychologischen Theorien wird Lernen als ein induktiver Prozeß dargestellt, bei dem der Experimentierphase eine besondere Bedeutung zukommt.

Statt also die Schüler durch geeignete Beispiele (Erlebnisse) zu einer Erkenntnis zu führen, wird nach der Methode „Friß-oder-stirb“ vorgegangen. Die Freudenthal’sche Forderung, daß wir einem Schüler nichts bei​bringen sollten, das er nicht von selbst entdecken kann (siehe [Freudenthal 1979]) ist in genau diesem Sinn zu inter​pretieren.

Kaum ein Mathematiker von einer der Universitäten dieser Erde könnte so seinen mathematischen Forschungs​auftrag nachkommen – doch von den Schülern verlangen wir das täglich. Ein wesentlicher Teil der Erkenntnis​gewinnung geschieht in der Experi​mentierphase, und zwar sowohl beim Wissenschafter wie auch beim Schüler. Der Schüler muß ja „lokal“, d.h. in seiner eigenen kleinen Welt, sein eigenes, kleines mathematisches Gebäude erbauen. Beim Wissenschafter geschieht dasselbe eben „global“. Unter diesem Gesichtspunkt wird verständlich, warum so viele Schüler mit der Mathe​ma​tik „auf Kriegsfuß stehen“ und man wird die Forderung erheben, dem Experiment im Mathematik​unterricht endlich den ihm gebührenden Platz zu geben. Dabei sollen Experimentier​phasen den traditionellen Mathematikunterricht ergänzen – nicht ersetzen! Es geht also nicht darum, zurückzu​gehen zur ägyptischen Erfahrungsmathematik. Der Mathematikunterricht soll ganz einfach alle drei Phasen der oben bezeichneten Spirale in der entsprechenden Reihenfolge durchlaufen.

Allerdings ist verständlich, daß im Rahmen der heute gültigen Lehrpläne bisher wenig oder gar nicht im Sinne der Buchberger’schen Kreativitätsspirale experimen​tiert wurde, denn diese Art des Experimentierens, durchge​führt mit Papier und Bleistift, ist nicht nur zu zeitaufwendig, sondern auch zu fehler​an​fällig. In der zur Verfü​gung stehenden Unterrichtszeit könnten die Schüler nur wenige Beispiele zum Zweck des Beobachtens und Entdeckens erzeugen, wovon wiederum ein erklecklicher Teil aufgrund von Re​chen​feh​lern falsch wäre. Aus wenigen und teilweise sogar falschen Beispielen läßt sich jedoch nichts beob​achten! Ab sofort ist das anders, denn mit algebraischen Taschencomputern können Schüler zu fast allen The​men des heutigen Mathematik​unter​richts sinnvoll experimentieren. Der Anzahl der Rechenexperimente ist keine Grenze gesetzt und der elektro​nische Rechenknecht garantiert ihre Richtigkeit. Apropos „Rechenknecht“: Es ist über​lie​fert, daß die großen Mathe​ma​tiker, wie Carl Friedrich Gauß, menschliche Rechenknechte für sich haben arbeiten lassen und sie anders wohl kaum zu ihren reichen Erkenntnissen gelangt wären.

Bereits Goethe hat die Forderung nach dem „Lernen durch Tun und Beobachten“ aufgestellt. Mit algebraischen Taschencomputern können wir dem nun endlich entsprechen.

(2.3)   Visualisieren

Unter Visualisieren (zu engl. visualize „sichtbar machen“) versteht man das Sichtbar-Machen eines Objektes, Sach​verhaltes oder Vorganges. Das Ergebnis kann dabei graphisch, numerisch oder algebraisch sein. Heute wird der Begriff Visualisieren zumeist für das graphische Veranschaulichen eines algebraischen oder nu​merischen Objektes oder Sachver​haltes gebraucht (wobei man das Wort entweder für den Prozeß des Veranschaulichens oder auch für das Ergebnis dieses Prozesses verwendet). In diesem Sinne hat das Visualisieren im Mathematik​unter​richt vor allem in jenen Ländern Bedeutung erlangt, in denen graphische Taschenrechner bereits Einzug in den Schulunterricht gefunden haben. Die Tech​nik des Visualisierens wird dabei zur Entwicklung der Darstel​lungs​wechselkompetenz genutzt, wobei es meist um die in der Mathe​matik zentrale Korrespondenz zwischen algebraischer Darstellung (Term) und graphischer Darstellung (Graph) geht. Ein typisches Beispiel ist das Stu​dium der Auswirkung des Parameters a auf Graph der Funktion y=
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Frank Demana und Bert Waits sind die wichtigsten Vertreter einer „Power of Visualization“ genannten Unterrichtsmethode (siehe [Demana/Waits 1990, 1992, 1994]). 

In der Lernpsychologie wurde der Begriff der Verstärkung geprägt und gezeigt, daß Verstärkung am besten dann funktioniert, wenn sie unmittelbar erfolgt. Ein Beispiel aus dem täg​lichen Leben ist ein Kind, das auf eine Herd​platte greift. Der unmittelbar spürbare Schmerz ist die beste Voraus​setzung dafür, daß das Kind lernt, nicht mehr auf die Herdplatte zu greifen. Würde der Schmerz erst nach eini​gen Minuten spürbar, würde ihn das Kind wahrscheinlich nicht mit dem (zeitlich inzwischen deutlich zurücklie​gen​​den) Griff auf die Herdplatte in ursächlichen Zusammenhang bringen und es würde nichts lernen. Es würde wahr​schein​lich bald wieder auf eine Herdplatte greifen.

Bei der Verwendung des Taschenrechners als Hilfsmittel zum Visualisieren ist diese Unmittelbarkeit von ent​schei​dender Bedeutung. Gibt man in einen Taschenrechner, zum Beispiel, x^2 ein und drückt auf die richtige Taste,  dann erscheint sofort der zugehörige Graph, der dann inhaltlich diskutiert und mit dem eingegebenen Term in Verbindung gesetzt werden kann. Vor allem bei weniger begabten Schülern prägt sich dabei die Korres​pondenz zwischen dem Term und dem (richtigen!) Schaubild sehr viel leichter ein, als wenn sie das Schaubild selbst zeichnen würden – und dabei einerseits viel Zeit verginge und andererseits der selbst pro​du​zierte Graph oft nur wenig Ähnlichkeiten mit dem tatsächlichen Graph aufwiese. („Was kann man an fal​schen Beispielen beobach​ten?“) Das Zeichnen von Graphen mit Papier und Bleistift wird nach wie vor eine wertvolle Tätigkeit sein, um das Verständnis für die Korrespondenz zwischen algebraischer und graphischer Darstellung aufzubauen. Die Unmittelbarkeit und die Richtigkeit des Ergebnisses sind jedoch so entscheidende lernpsychologi​sche Faktoren, daß bei weniger begabten Schülern die Verwendung eines geeigneten Werkzeuges (z.B. eines graphischen Taschen​rechners) zur pädagogischen Pflicht wird.

Ob und wie ein Werkzeug einzusetzten ist, hängt von den mit der Aktivität verbundenen pädagogischen Zielen ab. Helmut Heugl hat dazu einmal gesagt: „Wenn es nicht (pädagogisch) erforderlich ist, den al​ge​braischen Taschencomputer einzusetzen, ist es (pädagogisch) erforderlich, den algebraischen Taschen​com​pu​ter nicht einzusetzen.“ Dies bedeutet insbesondere, daß in einem technologie-unterstützten Mathematikunterricht der Lehrer immer wichtiger wird, was die Lehreraus- und -fortbildung ins Zentrum des Interesses rückt.

(2.4)   Konzentrieren

Der Mathematikunterricht kann beim Lernenden mit dem Bau eines Hauses (des „Hauses der Mathematik“) ver​gli​chen werden. Die im Unterricht aufeinander aufbauenden Themen sind vergleichbar den Stockwerken eines Hau​ses. Bevor ich in einem Haus das zweite Stockwerk bauen kann, muß das erste fertiggestellt sein. Eben​so setzt die Behand​lung fast aller mathema​ti​scher Themen die Beherrschung von früher gelernten mathe​matischen Fertig​keiten voraus. Wir beleuchten diesen Sachverhalt am Thema „Lösen einer linearen Gleichung in einer Variablen“.

Betrachten wir als Beispiel die Gleichung 5x-6=2x+15. Es ist eine Folge von Äquivalenzumformungen zu fin​den, die die Glei​​chung in die Gestalt x=... überführt. Dabei empfiehlt sich die Strategie, „zunächst alles mit x auf die eine Seite und alles ohne x auf die andere Seite zu bringen“. Ein guter erster Schritt wäre die Subtraktion von 2x:


5x-6 = 2x+15
|  -2x
Der Wahl der Äquivalenzumformung folgt die Anwendung derselben auf beide Seiten der Gleichung und der damit verbundenen algebraischen Vereinfachung.


3x-6 = 15

Als nächste Äquivalenzumformung wählen wir die Additon von 6:


3x-6 = 15
| +6

Und wieder ist zu vereinfachen:


3x = 21

Uns interessiert die Praxis des Mathematikunterrichtes. Insbesondere interessiert uns also, warum Schüler wel​che Fehler begehen. Ein typischer Mißgriff beginnt mit dem folgenden Argument: „Da steht eine 3 vor der Unbe​kannten x. Um die 3 loszuwerden, muß ich 3 subtrahieren.“ Ein Schüler, der so denkt, wird mit an Sicher​heit grenzender Wahrscheinlichkeit ins Heft schreiben ...


3x = 21
| -3


x = 18

... und sodann der Illusion unterliegen, die Gleichung gelöst zu haben.

Was geht an dieser Stelle schief und wie kann uns die Technologie helfen, es besser zu machen? Eine Analyse der beim schrittweisen Lösen einer Gleichung durchgeführten Tätigkeiten ergibt zwei Hauptaktivitäten: (1) Die Wahl einer Äquivalenzumformung und (2) das Vereinfachen eines algebraischen Ausdrucks. Die Wahl einer Um​​formung ist das, was der Schüler neu zu erlernen hat, wenn das Thema „Lösen von Gleichungen“ behandelt wird. Das Vereinfachen sollte der Schüler beherrschen, denn das wurde im Unterricht bereits behandelt. Die Wahl der Umformung ist also die höherwertige, die eigentlich zu erlernende Tätigkeit, das Vereinfachen ist (zu diesem Zeitpunkt) die niedrigerwertige, die als beherrscht vorausgesetzte, handwerkliche Tätigkeit.
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Dieses Bild zeigt, wie der Schüler beim Erlernen einer neuen Fertigkeit wiederholt unterbrechen muß, um eine handwerkliche Tätigkeit auszuführen. Das ist so, wie wenn man bei einem (schwierigen) Schachspiel ständig ab​gelenkt würde. Es ist sogar schlimmer, denn die Unterbrechung kann „das Spiel“ beeinflussen. Ein in der Unter​brechung, d.h. auf der niedrigeren Stufe gemachter Fehler wirkt sich störend auf die höhere Stufe aus und kann den dort ablaufenden Lernprozeß verhindern. Genau das führte in obi​gem Beispiel zur falschen Lösung x=18: Nach der Entschei​dung, 3 zu Subtrahieren, sollte der Schüler, den Grund für diese Entscheidung außer Acht lassend, sich ganz darauf konzentrieren, 3 von beiden Seiten abzu​zie​hen. Doch so geht es eben nicht. In die näch​ste Zeile wird „x=“ geschrieben, „weil die Umformung -3 ja gerade so gewählt wurde, daß links x= ent​steht.“ Auf der höheren Ebene hat der Schüler jedoch den (falschen) Eindruck, daß –3 die Gleichung weiter vereinfacht hat.

Dieser ständige Ebenenwechsel tritt bei der Behandlung fast aller Themen des Mathematik​unter​richts zwangs​läufig auf. Eines der zentralen Probleme des Mathematikunterrichtes dürfte also sein, daß Schüler eine neue Fertigkeit lernen müssen während sie eine alte Fertigkeit immer noch trainie​ren

Mit einem algebraischen Taschencomputer könnte die Lernphase wie folgt gestaltet werden. Zunächst wird die Gleichung eingegeben.

5x-6=2x+15  (ENTER)

Dann erfolgt die Eingabe der Äquivalenzumformung. (Der Taschencomputer bezieht die eingegebene Operation automatisch auf den letzten Ausdruck, d.h. auf die Gleichung.)

-2x   (ENTER) 


Die Vereinfachung, d.h. die Anwendung der Äquivalenzumformung auf beide Seiten der Gleichung, übernimmt der Rechner. Danach wählt der Schüler die nächste Umformung:

+6   (ENTER) 


Versetzten wir uns in einen Schüler, der den oben beschriebenen Mißgriff tut:

-3   (ENTER) 


Selbstverständlich rechnet der Taschencomputer richtig und der Schüler erhält sofort die Rückmeldung, daß die gewählte Umformung nicht zum Erfolg (d.h. zur gewünschten Vereinfachung) geführt hat.

Hier finden wir zwei der weiter oben beschriebenen Themen wieder: Der Schüler experimentiert mit denkbaren Äquivalenzumformungen und die Unmittelbarkeit des Erscheinens des Ergebnisses entspricht dem, was im Ab​schnitt über Visualisierung gefordert wurde.

Wenn der Schüler derart das schrittweise Lösen einer Gleichung übt, dann kann er sich gänzlich auf die neu zu erlernende Tätigkeit des Wählens einer Äquivalenzumformung konzentrieren. Die handwerkliche Tätigkeit des Vereinfachens übernimmt (an dieser Stelle) der Taschencomputer.
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Im Buch [Kutzler 1998a] gebe ich eine detailierte Anleitung, wie man mit dem TI-92 (oder dem TI-89) das Thema „Lösen von linearen Gleichungen“ im Unterricht erschließen kann. Zur Sprache kommen neben dem hier gezeigten algebraischen Ansatz auch noch numerische und graphische Ansätze.

(3)   Die Gerüstmethode

Im Abschnitt „Konzentrieren“ wurde der Mathematikunterricht mit dem Bau eines Hauses verglichen. In der Sprache dieser Metapher ist das oben beschriebene Problem des Mathematikunterrichtes die Errichtung eines neuen Stockwerkes über einem alten, jedoch noch nicht fertiggestellten Stockwerk. Wenn, zum Beispiel, das Stockwerk des Wählens von Äquivalenzumformungen gebaut werden soll, ist für viele Schüler das Stock​werk des Vereinfachens noch immer unvollständig. Und wie kann ein neues Stockwerk auf einem unvollständi​gen Stockwerk errichtet werden? Im Mathematikunterricht ist eben leider nicht genug Zeit, um zu warten, bis alle Schüler alle früheren Stockwerke fertiggestellt haben. Der Lehrplan zwingt den Lehrer, ungeachtet der indidvi​duellen Lernerfolge seiner Schüler mit dem Stoff voranzugehen.
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In der Sprache dieser Metapher ist der Taschencomputer, wenn er für die Zeit des Erlernens der höherwertigen Fertigkeit die Lösung all jener Probleme übernimmt, die nie​drigerwertige Fertigkeiten, ein Gerüst über dem unvollständigen Stockwerk.
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Am Beispiel des Lösens einer linearen Gleichung wurde die Verwendung des algebraischen Taschencomputers als pädagogisches Werkzeug demonstriert. Wir zeigen die dort vorgestellte didaktische Methode noch an einem weiteren Thema, und zwar dem „Lösen eines Gleichungssystems mit der Methode der Gauß'schen Elimi​n​a​tion".

Wir verwenden als Beispiel das System  2x+3y=4, 3x-4y=5. Der Schüler gibt zunächst die beiden Gleichungen ein:

2x+3y = 4   (ENTER)
3x-4y = 5   (ENTER) 


Bei der Gauß'schen Elimination ist eine solche Linearkombination der beiden Gleichungen zu wählen, daß eine Variable wegfällt. Genau das ist neu zu lernen. Alles andere (Vereinfachen, Substituieren, Lösen einer Glei​chung in einer Variablen) sind die handwerklichen Grundvoraussetzungen, von denen der Lehrer annimmt (an​neh​men muß), daß die Schüler sie beherrschen.
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Wir versuchen die Elimination von y, indem wir zum Vierfachen der ersten Gleichung das Dreifache der zweiten Gleichung addieren. (Am TI-92 bzw. TI-89 gibt es eine einfache Technik, um eine der zuvor eingegebenen Glei​chungen an passender Stelle in die Eingabezeile zu kopieren. Wir deuten das hier nur an.)

4*( .... erste Gleichung ... )+3*( ... zweite Gleichung ... )   (ENTER) 


Voila. Die Variable y ist wunschgemäß weggefallen. Wie sieht es mit diesem Thema in der täglichen Unter​richts​​praxis aus? Nicht wenige Schüler wählen die richtige Linearkombination, doch durch einen Rechenfehler fällt die Variable nicht weg. Und es gibt auch solche Schüler, die die falsche Linearkombination wählen und trotz​dem fällt – wieder aufgrund eines Rechenfehlers – die Variable weg (meist, weil sie wegfallen „muß“.) Für beide Gruppen von Schülern ist ihre Rechenschwäche der Stolperstein für das erfolgreiche Erlernen der Grund​technik der Gauß'schen Elimination. Und genau diese Schüler kommen, je „höher hinauf“ es im Haus der Mathe​matik geht, mehr und mehr ins Hintertreffen.

Der Taschencomputer ist auch bei der oben gezeigten Übung wieder ein Gerüst, das etwaige Unsicherheiten auf der handwerklichen Ebene kompensiert bzw. Fehler verhindert. Wenn das Unterrichtsziel ist, daß Schüler Glei​chungssysteme mit Papier und Bleistift lösen können sollen (weil das z.B. bei einem Zentralabitur gekonnt wer​den muß), dann empfiehlt sich die Durchführung der folgenden drei Schritte. Im ersten Schritt wird eine Fertig​keit A unterrichtet und trainiert. Im zweiten Schritt wird die auf A aufbauende Fertigkeit B  unterrichtet und trai​niert, wobei der Schüler den Taschencomputer zur Lösung all jener Teilprobleme verwendet, die die Fertigkeit A verlangen. Im dritten Schritt lernt der Schüler, die beiden Teilfertigkeiten zusammenzufügen. (Im zweiten Schritt kann der Schüler sich also zur Gänze auf die Fertigkeit B konzentrieren.)
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Das ist jedoch nur eine von vielen denkbaren Methoden der Verwendung von Computern und Taschenrechnern als pädagogischen Werkzeugen.

In manchen Lernphasen hilft die zeitweise Verwendung von Technologie, den Lernprozeß in (im Vergleich zur heute üblichen Methode) überschaubarere und vor allem für weniger begabte Schüler dadurch oft erst bewältig​bare Schritte zu zerlegen. Die Lehreinheit wird für diese Schüler dadurch oft erst „verdaubar“. Sie behalten leicht den Überblick über die erforderlichen Lösungsschritte, ohne sich in Details (wie dem Vereinfachen) zu verlieren. Im Sinne der eingangs gebrauchten Metapher vom Hausbau bietet sich der Vergleich des Einsatzes von Techno​logie mit der Verwendung eines Baugerüstes an.

Allgemein bezeichne ich mit Gerüstmethode jede pädagogisch begründete Folge von Verwendung und Nicht-Verwendung eines Computers, Taschenrechners oder Taschencomputers für das Trivialisieren, Experimentieren, Visualisieren oder Konzentrieren im Sinne von Automation oder Kompensation. 

Die hier gezeigte Verwendung von Technologie als pädagogisches Werkzeug ist völlig unabhängig davon, ob diese Technologie bei Prüfungen zugelassen ist. Bei der Gerüstmethode geht es einzig um die Unterstützung vorgegebener (traditioneller) Lehrziele, d.h. die Technologie wird nur als ein Trainingsgerät eingesetzt. So, wie ein Hometrainer ein Trainingsgerät sein kann für den Erwerb körperlicher Fertigkeiten, so kann der Computer den Erwerb intellektueller/mathematischer Fertigkeiten trainieren helfen. Technologie hat also ihren Platz als pädagogisches Werkzeug unabhängig davon, ob sie bei der Prüfung zugelassen ist.

Im Buch [Kutzler 1998b] gebe ich eine detailierte Anleitung, wie man mit dem TI-92 (oder dem TI-89) das Thema „Lösen von linearen Gleichungssystemen“ im Unterricht erschließen kann. Zur Sprache kommen neben dem hier gezeigten Ansatz auch noch numerische und graphische Ansätze sowie die Substitutionsmethode.

(4)   Aufgaben des Mathematikunterrichts

Als zwei wesentliche Aufgaben des Mathematikunterrichtes sehe ich die Ausbildung der Schüler in den „Diszi​plinen“  Denksport und Problemlösen.

(4.1)   Intellektuelle Fitneß

Angesichts der Verfügbarkeit der algebraischen Taschencomputer wirft Bruno Buchberger die Frage auf „Why Should Students Learn Integration Rules?“ ([Buchberger 1989]) und Wilfried Herget frägt „Wieviel Termum​for​mung braucht der Mensch?“ (siehe Bemerkung auf Seite 8 in [Hischer 1992]). Nun, in allen Bereichen unseres Lebens stellt sich die Frage, wie weit die Automation gehen soll.

Eingangs haben wir die Mathematik der Ortsveränderung gegenübergestellt. Wir haben genügend Technologie, um von Geburt an nie zu Fuß gehen zu müssen. Wir könnten uns vom Babyalter an irgendwelcher Fortbewe​gungs​maschinen bedienen. Aber wir tun es nicht. Wir wissen, daß sich das fatal auf unsere körperliche Fitneß und Gesundheit auswirken würde: Die Muskel würden – weil nie gebraucht – degenerieren, was schließlich dem gesamten Organismus schaden würde.

Im Bereich der intellektuellen Fertigkeiten droht uns durch die in den letzten Jahren massiv über uns hereinge​brochene Automatisierung auch der Verfall. Früher mußte man sich oft gebrauchte Telefonnummern merken, heute bedient man sich der Speicherfunktion von Telefonapparaten. Früher mußte man sich für die Programmie​rung eines Video​rekorders einer Reihe von Bedienungsschritten erinnern, heute fährt man mit dem Strichcode-Leser über die Programmzeitschrift. Selbstverständlich ist das Leben dadurch sehr viel bequemer geworden. Aber es führt auch zum Verlust dessen, was ich „intellektuelle Fitneß“ nenne. Viele Lehrer beklagen, daß ihre Schüler an Gedächt​nis- und Konzentrationsschwäche leiden, was sehr wohl zwei typische Symptome für eine verminderte intel​lek​tuelle Gesundheit sind.

In der Medizin gibt es eine Festlegung dafür, was ein „gesunder“ Mensch können muß. Nach einem Herzinfarkt, zum Beispiel, wird der Patient dann als geheilt entlassen, wenn er u.a. eine gewisse Distanz zu Fuß gehen und die Stufen über eine gewisse Anzahl von Stockwerken nehmen kann. Wir benötigen etwas Vergleichbares für unsere intellektuellen Fertigkeiten, nämlich eine Festlegung, was ein „intellektuell gesunder“ Mensch z.B. in Form von Gedächtnisleistungen erbringen können muß.

Im Bereich der körperlichen Aktivitäten haben wir durch Einführung des Schulfaches Sport einer weiteren Ver​schlechterung entgegenzuwirken versucht. Ähnliches werden wir auch im Bereich der intellektuellen Fertig​kei​ten brauchen, z.B. in Form eines Faches „Denksport“. Ich meine, daß dies eine der künftigen Aufgaben des auch und vor allem des Mathe​ma​tik​unterrichtes sein soll.

(4.2)   Problemlösen

In der Mathematik verstehe ich unter Problemlösen die Fähigkeit, reale Problem mit technischen/mathemati​schen Werkzeugen lösen zu können. Typisch für das Problemlösen sind die in der folgenden Graphik dargestell​ten drei Schritte. Der erste Schritt ist die Modellbildung samt Übersetzung, d.h. das reale Problem P ist zu erfas​sen, zu verstehen und in ein geeignetes Modellproblem PM zu übersetzen. (Bei einer Optimierungsaufga​be, zum Beispiel, würde das Ergeb​nis der Übersetzung aus einer Zielfunktion und Nebenbedin​gun​gen be​ste​hen.) Dann ist mit den im mathema​ti​schen Modell zur Verfügung stehenden Algorithmen das (mathe​ma​ti​sche) Problem PM zu lösen, was zur Modell​ösung LM führt. Zuletzt ist diese wieder in die Sprache der realen Welt zu übersetzen (man nennt diese Rück-Übersetzung auch das „Interpretieren“), was schließlich die Lösung L des realen Problems ergibt. 
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Dann bleibt allerdings zu prüfen, ob L tatsächlich eine Lösung von P ist. Wenn nicht, dann ist der gesamte Pro​zeß der drei Schritte zu wiederholen, denn der Mißgriff oder Fehler kann an vielen Stellen liegen: Das gewählte Modell kann ungeeignet sein, die Übersetzung kann fehlerhaft sein oder die Rechnung falsch. 

Im heute typischen Unterricht wird das Thema Problemlösen nur halbherzig angegangen. Das Hauptaugenmerk liegt auf dem „Rechnen“ bzw. dessen weitgehender Durchführung mit Papier und Bleistift, d.h. letztlich ar​tet das Problemlösen aus in das Üben der mathematisch-handwerklichen Fertigkeiten. Da im Unterricht das Über​setzen nie gelehrt wird, ist verständlich, daß diese Fertigkeit der Mehr​zahl der Schüler verschlossen blei​bt und sie sich daher vor diesen Aufgaben fürchten und meinen, diese seien nur den genialsten Köpfen zugänglich.

Indem man beim Thema Problemlösen Technologie so weit wie nur irgend machbar einsetzt, kann man im Unter​richt ausreichend Zeit aufwenden für das Modellieren und Übersetzen. Sobald diese Fertigkeiten einmal explizit gelehrt werden, werden auch mehr Schüler einen Zugang dazu finden. 

(4.3)   Der Mathematikunterricht der Zukunft

Lehrpläne sollten darauf abzielen, die Schüler in den Disziplinen Denksport und Problemlösen auszubilden. 

Ziel beim Denksport sind intellektuelle Fitneß und Gesundheit, wie oben ausführlich dargestellt wurde. Es ver​steht sich von selbst, daß Techno​lo​gie dabei nur die Funktion eines Trainingswerkzeuges („mathe​ma​tischen Hometrainers“) haben kann und bei der Leistungsüberprüfung Techno​logie nicht verwendet werden darf.

Ziel beim Problemlösen ist die Fähigkeit, gegebene Werkzeuge zur Lösung eines Problems zu nutzen. Es versteht sich von selbst, daß Technologie dabei höchst willkommen ist.

Auch hier bringe ich noch einmal den Vergleich im Rahmen der zu Beginn gemachten Gegenüberstellung Ma​thematik/Ortsveränderung. Das Problemlösen ist dabei zu vergleichen mit einem konkreten Ortsverände​rungs- oder Transportwunsch. Wie man von A nach B kommt, ist nicht wichtig. Es zählt nur, daß man von A nach B kommt. Der Denksport wiederum ist zu vergleichen mit einem Jogger, der „im Kreis läuft“, um an körperlicher Fitneß zu gewinnen. Übertragen auf die Mathematik heißt das, daß es beim Problemlösen unwichtig ist, wie eine Rechnung durchgeführt wird, denn es zählt nur das Ergebnis der Rechnung. Beim Denksport wiederum ist das Ergebnis unwichtig, es zählt nur die Bewältigung des Weges dorthin.

(4.4)   Prüfungen

Damit ergibt sich für die Prüfungssituation eine einfache Regel: Beim Denksport ist kein Hilfsmittel erlaubt, auch nicht ein einfacher numerischer Taschenrechner. Beim Problemlösen sind alle Hilfsmittel erlaubt. Sollte diese Zweiteilung innerhalb einer einzigen Prüfung nicht durchführbar sein, sind die zwei Teilbereiche der Ma​thematik eben zeitlich getrennt zu prüfen. Hier bietet sich ein Vergleich mit dem Eiskunstlauf an: Der Denk​sport entspricht dem Pflichtprogramm, bei dem der Sportler zeigt, daß er/sie die für das Eislaufen erforderlichen Grund​techniken beherrscht.  Das Problemlösen entspricht dem Kürprogramm, bei dem der Sportler demonstriert, daß er/sie die Grundtechniken geeignet zu kombinieren weiß. Die Gesamtbeurteilung setzt sich aus den beiden getrennt geprüften Teildisziplinen zusammen.

*

Letztendlich hat in beiden Bereichen die Technologie eine untergeordnete Rolle zu spielen. Beim Denksport ist das Ziel eine Leistungserbringung ohne technische Hilfsmittel. Beim Problemlösen ist das Ziel das Erlernen aller Fertigkeiten außer denen, die von der Technologie geleistet werden können. Ein guter Mathematikunterricht ist schließlich ein solcher, bei dem der Computer oder Taschenrechner den Stellenwert hat, den ein Wörterbuch im Sprachunterricht einnimmt.

(5)   Schlußbemerkungen

William Shakespear hat einmal gesagt: „Kein Ding ist gut oder schlecht – Das Denken macht es erst dazu.“ Mit dem Blick auf Technologie kann man das umformulieren in: „Taschencomputer sind weder gute noch schlechte Unterrichts​werk​zeuge – Das Verwenden macht sie erst dazu.“ So, wie es beim Autofahren in erster Linie auf den Fahrer ankommt – und nicht auf das Auto, so kommt es beim Unterrichten mit Computern/Taschenrechnern in erster Linie auf den Lehrer an – und nicht auf den Computer. Wir ersehen auch daraus wieder die zentrale Bedeutung der Lehreraus- und -weiterbildung.

In Österreich wurden 1991 alle Gymnasien und Höheren Technischen Lehranstalten mit dem Computeralgebra-System DERIVE ausgestattet. In der Folge wurde ein als das „Österreichische DERIVE-Projekt“ bekannt gewor​denes Forschungsprojekt durchgeführt, in das knapp 800 Schüler eingebunden waren, die über längere Zeit mit DERIVE unterrichtet wurden. Die aus diesem Projekt gewonnenen pädagogischen Einsichten können in [Heugl/ Klinger/Lechner 1996] nachgelesen werden. Im Schuljahr 1997/98 gab es als Nachfolgeprojekt das „Öster​​reichische TI-92-Projekt“, in dem knapp 2,000 Schüler eingebunden waren. Die Ergebnisse dieses Pro​jekts sind auf einer CD-ROM publiziert worden und können im Internet (http://193.170.231.65) abgerufen werden.

Aus obigen und anderen Untersuchungen ergibt sich: Wird Technologie richtig eingesetzt, führt sie

· zu effizienterem Lehren und Lernen,

· zu mehr eigenständiger Arbeit der Schüler,

· zu mehr Kreativität der Schüler und

· dazu, daß der Lehrer im Unterricht noch wichtiger wird.

Und gerade weil der Lehrer die Aufgabe hat, die Schüler auf ihren streckenweise individuellen Entdeckungs​rei​sen durch mathematische Themen zu begleiten und zu führen, ist der Schlüssel für den Erfolg eine gute Lehrer​aus​bildung. Nicht die Technologie verändert den Unterricht, sondern die Technologie ist der Katalysator dafür, daß Lehrer Methoden und inhaltliche Schwerpunkte verändern, und letzlich Mathematik besser unterrichten.

Wenn Sie Fragen oder Anregungen haben, schreiben Sie mir unter der Email-Adresse b.kutzler@eunet.at. Eine regelmäßig aktualisierte Sammlung relevanter Informationen zur Verwendung von Technologie im Mathe​matik​unterricht kann unter meiner persönlichen Web-Adresse www.kutzler.com abgerufen werden.

Mein besonderer Dank gilt Vlasta Kokol-Voljc für ihre wertvollen Anregungen zu diesem Artikels.
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